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1 Taustaa

Normaalissa kielenkdytdssa virhe tarkoittaa jonkinlaista mokaa, joka olisi pitanyt pystya
valttdmaan. Jotain, joka osoittaa virheen tekijan ammattitaidottomuutta tai osaamatto-
muutta. Uudet tyontekijat tekevat eniten virheitd ja kauan ammatissa tydskennelleet
eivat tee virheita oikeastaan enaa koskaan. Palkansaajan tekemia virheita pidetaan eri-

tyisen moitittavina, ja pahimmillaan niista voi seurata tyosuhteen purkaminen.

Luonnontieteissa tehdaan virheita aivan jatkuvalla sy6tolla. Kukaan ei tee virheita enem-
man kuin fyysikko tai kemisti, ja heti heidan perassdan seuraavat insinoorit. Mita tasta
voimme paatella? Ovatko fyysikot, kemistit ja insindorit kaikista ammattikunnista huo-
noimpia? Taman kysymyksen tarkastelu edellyttaa, ettda ymmartaa mita virhe ndiden hen-

kiloiden ammatillisessa maailmassa tarkoittaa.

Virhe tarkoittaa kokeellisten mittausten ja niiden perusteella tehtyjen laskelmien kohdalla
jotain, jota ei yksinkertaisesti voi valttaa. Mitaan mittausta ei voida tehda absoluuttisen
tarkasti, ja siksi mittauksen tulosta ei voida esittaa yhtena lukuarvona. Tulos on esitettava
siten, etta se kuuluu tietylle vaihteluvilille. Mittauksen perusteella tieddmme ainoastaan,
etta tulos on jossain vaihteluvalin minimi- ja maksimiarvon valilla. Mitdan muuta emme

voi saada selville.

Voisi ajatella, ettd jos mittaus tehdaan aina vain tarkemmin ja tarkemmin, oikein ato-
mitasolla, mittauksen tulos saataisiin absoluuttisen tarkasti selville. Taman ajatuksen on
kuitenkin ampunut alas jo vuonna 1927 eras historian kuuluisimmista fyysikoista, saksa-
lainen Werner Heisenberg. Han pystyi osoittamaan 26-vuotiaana nuorena miehena, etta
edes kuvitteellisen mikroskooppisissa mittauksissa mittausten tuloksia ei saada selville

absoluuttisen tarkasti.



2 Sahkoinsinoori Sulon tapaus

Miten virheen olemassaolo vaikuttaa insind6rin elamaan? Tarkastellaan kuvitteellista ta-
pausta, jossa runsaasti kuparia sisaltavaa metalliseosta tuottavassa tehtaassa tyéskentele-
va sahkoinsindori Sulo kutsutaan pomon toimistoon. Pomo selittda Sulolle, ettad tehtaal-
ta on tilattu valtavan suuri maara metalliseosta Pohjois-Amerikassa toimivalle ostajalle.

Oikein laivalastillinen suomalaista metalliteollisuuden tuotetta. Wau!

Yksi ongelma kauppaan kuitenkin katkeytyy: ostettavan kupariseoksen sahkénjohtavuuden
pitaa olla huoneen lampdotilassa vahintdan tietyn suuruinen, o, = 61,0 MS/m. Nyt po-
mo pyytaakin sahkoinsinéori Suloa maarittamaan heidan tuotteensa sahkénjohtavuuden.
Taman pitaisi onnistua Sulolta helposti. Ainoa ongelma on, etta sadhkdnjohtavuuden mit-
taamiseen ei ole kdytettavissa yksinkertaista mittaria. Mitas nyt pitdisi tehda? Miten Sulo

saa mitattua metalliseoksen sahkoénjohtavuuden, jos siihen ei ole olemassa mittaria?

Hiljattain VAMKista valmistunut sahko6insindori selaa fysiikan kirjaansa ja [6ytaa sahkonjohta-

vuuteen liittyvat laskukaavat kohtuullisen nopeasti:

o=1/p
p= RA/L
R=U/l (1)
A = qr?
r=DJ/2

Muutaman tupakan ja kahvikupillisen ja paanraapimistuokion jalkeen Sulo saa jarjestettya

laskukaavat muotoon, jolla tutkittavan metalliseoksen sahkonjohtavuus (o) voidaan las-
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kea seoksesta valmistettua tasapaksua johdinta kdyttaen:

1 L ALl
p RA  UrnD?

o =
Tassa laskukaavassa L on johtimen pituus, sdhkokontaktista toiseen mitattuna, I kuvaa
johtimen lapi kulkevaa tasavirtaa, U on johtimen yli mitattu tasajannite ja D kuvaa johti-

men paksuutta.

Nyt sdhkoinsindorimme kytkee alla ndkyvan kuvan mukaisesti tutkittavasta materiaalista
valmistetun tasapaksun johtimen kahden sahkdisesti eristetyn pylvaan valiin. Sulo mit-
taa mikrometriruuvilla johtimen paksuuden kolmesta kohtaa ja laskee mittaustuloksista
keskiarvon johtimen halkaisijalle. Johtimen paat insindori kytkee tasavirtamittarin ja ta-
sajannitelahteen kanssa sarjaan. Lopuksi han kytkee tasajannitemittarin mittaamaan joh-

timen yli vallitsevaa jannitetta.

Kuva 1. Mittausjarjestelyt.

Mittaukset tuottivat seuraavanlaiset tulokset, kun ne tehtiin huoneenlammaossa niin tar-

kasti kuin sahkoinsindorimme osasi:



;

L =738cm
I =1045 mA
U =393 mV
D =199 pym

Kun mittaustulokset sijoitetaan laskukaavaan (2), saadaan johdinmateriaalin sdhkénjohta-

vuus laskettua:

ALT 40,738 - 1,045
_ _ ! ! — 63,09342 - 10° S/m = 63, 09342 MS/
UxD® 0,303 7-(199-10 02 m=0e m

o

Sahkoinsinoori Sulo on erittdin tyytyvainen, tulos on yli asiakkaan maarittaman minimiar-

von! Mutta onko iloon syyta?

3 Tuloksen tarkkuuden eli virheen laskeminen

Tulos on joko hyva tai huono, riippuen siitd, miten tarkasti tuo lopputulos tunnetaan.
Mikali Sulo on saanut tuloksen selville esim. +4 MS/m:n tarkkuudella, voi materiaalin
sahkonjohtavuus olla liian pieni. Talldinhan mittauksilla ja laskelmilla on saatu selville
vain, ettd sdhkonjohtavuus on jossain 59,09 ja 67,09 MS/m:n valilld. N&in ollen olisi mah-
dollista, ettd materiaali ei kelpaakaan asiakkaalle, kun se on laivattu Atlantin yli valtavas-
ti yrityksen aikaa, rahaa ja tyévoimaa kayttdaen. Hirvea ajatus! Sahkoéinsinéoérimme iho

muuttuu kalpeaksi ja han alkaa hikoilla hallitsemattomasti.

Suloymmartaa, ettd hanen taytyy tietaa milla tarkkuudella lopputulos tunnetaan. Ainoas-

taan tdman jalkeen han voi kertoa tuloksena pomolleen. Jos lopputuloksen virherajat
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osoittautuvat niin pieniksi, ettd vaihteluvalin minimi on asiakkaan maarittamaa pieninta

sallittua arvoa suurempi, voidaan laivaa ryhtya lastaamaan hyvilla mielin.

Miten metalliseokselle maaritellyn sahkonjohtavuuden vaihteluvali saadaan selville? Jo-
kaiselle yksittdiselle mittaukselle voimme arvioida vaihteluvalin, joka ilmaistaan mittaus-
virheen avulla. Mittauksen oikea tulos (jota emme koskaan voi saada selville absoluutti-
sen tarkasti) kuuluu vaihteluvilille, jonka alaraja on yhta kuin mittaustulos miinus virhe,
ja jonka ylaraja on yhta kuin mittaustulos plus virhe. Nain virhe siis maaritelladn mittaus-
tekniikassa. Ja, kuten aiemmin on jo todettu, virhe ei voi koskaan olla nollan suuruinen,

vaan se on aina positiivinen. Suurempi tai pienempi.

Mittaustulosten virheet voidaan arvioida tarkastelemalla mittaria, mittausolosuhteita ja
mitattavaa systeemia. Mittarivirhe, eli mittarin tekema maksimaalinen mittausvirhe, voi-
daan joissain tapauksissa laskea mittarin valmistajan antamalla laskukaavalla. Usein sekin

joudutaan kuitenkin arvioimaan.

Sahkoinsinborimme arvioi jokaiselle mittaustulokselle virheen, minka jalkeen han voi esit-

taa mittaustulokset virherajoineen seuraavasti:

L=73,84+0,2cm
I =1045+ 7 mA
U=393+4mV

D= 199 43 um

Nyt sahko6insindori Sulo joutuu laskemaan mittaamansa materiaalin sdhkénjohtavuudelle
virheen naista mittaustuloksille arvioiduista virheista. Mitenkas taman tehdaan, han tuu-
mii. Kysymys kuuluu kutakuinkin nain, Sulo ajattelee: Jos johtimen pituuden mittaamises-
sa on tehty suurin mahdollinen mittausvirhe, ts. 2 mm, miten paljon tdma virhe vaikuttaa
lasketun sdhkdnjohtavuuden suuruuteen? Sama kysymys voidaan toistaa muillekin kol-

melle mittaustulokselle.



Esitetty kysymys toi sahkoéinsin6orimme mieleen erdan VAMKin matematiikan kurssin,
jossa tarkasteltiin hyvin samanlaista kysymysta: Tarkastellaan useasta muuttujasta riippu-
vaafunktiota f(z, y, z). Jos sen yhden muuttujan (esim. z) arvo muuttuu pienelld maaral-
14 (dx), kuinka paljon muuttuu ko. funktion arvo? Vastaus tuolla matematiikan kurssilla

kirjoitettiin muotoon:

Tassa lausekkeessa df, kertoo funktion arvon muutoksen, kun muuttujan x arvo muut-
tuu maaralla dz. Omituiselta nayttava termi 0 f/0x kertoo funktion f muutosnopeuden
muuttujan x suhteen. Matematiikassa tuota termia kutsutaan f:n osittaisderivaataksi ko.
muuttujan x suhteen. Kun tuo muutosnopeus kerrotaan x:n muutoksella, saadaan selvil-
le tuon muutoksen aiheuttama muutos funktion f arvossa. Osittaisderivaatta voidaan
laskea normaaleja derivointisdantdja noudattaen siten, ettd ainoastaan x:33 sisaltavat

funktion termit derivoidaan, muita muuttujia sisaltavien termien pysyessa ennallaan.

Kun sama toistetaan muillekin muuttujille, tassa y ja z, ja lasketaan kaikki muutokset yh-
teen, saadaan selville funktion kokonaismuutos. Tat3 kutsutaan matematiikassa funktion

differentiaaliksi df:

0 0 0
df =df, +df, +df, = a—idz + a—gdy + a—fdz (3)

Kaannetaanpa nyt katseemme takaisin sahkoinsindorimme kasilla olevaan ongelmaan:
milla tarkkuudella han sai selvitettya johdinmateriaalin sahkénjohtavuuden? Sulo on saa-

nut muodostettua lausekkeen johdinmateriaalin sdhkénjohtavuudelle, ks. kaava (2). Ma-
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temaatikko sanoisi, ettd sdhkonjohtavuus on neljan muuttujan funktio:

411
UnD?

o(L,I,U,D) =
Ylla kuvattua ajatusta seuraten sahkoinsinori voi nyt laskea funktion o kokonaismuutok-

sen, jos ko. nelja muuttujaa muuttuvat maarilla dL, dI, dU ja dD:

do do Oo do
do = 8_LdL + Wdl + %dU + a—DdD (5)

Sulo osaa laskea polynomin derivaatan VAMKin matematiikan kurssilla saamansa opetuk-
sen perusteella. Niinpa han tietaa, etta laskukaavassa (5) olevat osittaisderivaatat saavat

seuraavanlaiset muodot:

oo 41  Oo 4L  Oo ALl  Oo 5 ALI

Dl e Pt Y > W 6
OL UrnD?’ 9l UnrD?’ oU U2rD?’° 0D UrnD3 ()

Kun Sulo liittda saamansa tulokset laskukaavaan (5), han paatyy seuraavanlaiseen virhe-

kaavan muotoon:

47 4L ALI ALI

= L+ dU — 2

- U2nD? UrD3 D ?)

do

Huh, Sulo tuumaa! Nyt nayttaa jo aika hyvalta. Vai nayttaako? Laskukaava on hyvin pitka
ja monimutkaisen nakoéinen. Olisi hienoa, jos sen saisi muokattua lyhempaan ja yksinker-

taisempaan muotoon. Mitenkdahan taman tekisi, miettii sahkdinsin66rimme Sulo.

Pienen miettimistauon jalkeen Sulo huomaa, etta jokainen laskukaavan (7) kerrointermi



muistuttaa hammastyttavan paljon sdhkonjohtavuuden laskukaavaa (4). Taman havain-

non jalkeen Sulo osaa kirjoittaa virhekaavan siten, etta siina esiintyy sahkonjohtavuus o:

o o o o
do = EdL + le — EdU — 25dD (8)

Jos tassa otetaan o yhteiseksi tekijaksi, virhekaava saa aina vain yksinkertaisemman muo-

don:

dL dI dU dD

Nyt Suloa alkaa jo hymyilyttda. Laskukaava on erittdin siistin, lyhyen ja yksinkertaisen
nakoinen. Jos han kayttda muutoksia kuvaaville termeille dL, dI, dU ja dD hanen kulle-
kin mittaukselle arvioimiaan virheit3, eli maksimipoikkeamia ko. mittaustuloksista, lasku-
kaava (9) tuottaa automaattisesti lopputuloksen virheen, eli lasketun sdhkénjohtavuuden
suurimman mahdollisen poikkeaman lasketusta lopputuloksesta. Ja tatdhan Sulo juuri

yrittaa saada selville. Hienoa!

Mutta mitd nuo miinusmerkit tarkoittavat? Jos virhekaava sisaltda negatiivisia termeja,
sahkonjohtavuuden virheesta tulee sitad pienempi (eli lopputulos tunnetaan sita tarkem-
min) mita suurempi on ko. mittauksen epéatarkkuus eli virhe. Tamahan ei tietenkaan voi
pitda paikkaansa. Nuo miinusmerkit pitda siis ehdottomasti ottaa pois, jotta jokaisessa
mittauksessa tehty epatarkkuus kasvattaa lopputuloksen virhetta eika painvastoin. Tama

tarkoittaa sit3, ettd virhekaava (5) pitaa kirjoittaa muotoon:

do

oL

do

ol

Oo

ou

do
do = dL d -~
o + U+ D

dl + dD (10)
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Tama tarkoittaa, ettd Sulo voi nyt kirjoittaa laskukaavan (9) oikeassa muodossaan:

d dL + dI + U + ZdD (11)

oc=0\—+—+ — —
L 1 U D

Sahkdinsinborimme Sulo tarkastelee tyonsa tuloksia tyytyvaisyytta uhkuen. Kova tyo ja

kursseilla saadut opit ovat tuottaneet hyvan tuloksen. Nyt puuttuu enai se, ettad Sulo

sijoittaa virhekaavaan kullekin mittaustulokselle arvioimansa virheen, eli mittaustuloksen

ja todellisen arvon vélisen eron:

( L=73,8cm;dL=0,2cm
I =1045mA ;dl = 7TmA
U=393mV ;dU =4mV
D =199 ym ; dD = 3 pm

Nyt Sulo voi viimeinkin laskea selvittimansa kupariseoksen sahkdnjohtavuuden virheen,

eli suurimman mahdollisen eron lasketun tuloksen ja todellisen tuloksen valilla:

cTN\T TT U D)~

0,2 7 4 3
= oMS/m (2= 4 L4 2 9% )
63,093 m (73,8 1045 T 303 199)

= 63, 09342 MS/m (0, 00271 4 0, 00670 + 0,01018 + 0,03015) =
= 63,09342 MS/m - (0,04974) =

= 3,13827 MS/m



Viimeinkin Sulo on saanut selville sekd tutkimansa metalliseoksen sahkénjohtavuuden
ettd sen virheen. Nyt on jaljelld enda lopputuloksen kertominen pomolle. Voisiko sen il-

moittaa muodossa:

o = (63,09342 + 3,13827) MS/m

Periaatteessa kylla, mutta jotain omituista tassa esitystavassa kuitenkin on. Jos kiinnitam-
me huomiomme virheen esitysmuotoon, havaitsemme, etta se on annettu alyttoéman tar-
kasti. Sen lukuarvo on kerrottu perati 6 merkitsevan numeron tarkkuudella. Tassa ei ole
paljoakaan jarkea siksi, ettd sdhkonjohtavuuden lopputuloksessa jo toinen numero (3)
vaihtelee virheesta johtuen 3 pykalaa ylos- tai alaspain. Nain ollen virhetta ei ole missaan
mielessa jarkevaa esittda noin suurella tarkkuudella. Desimaaleilla ei ole tassa mitdan

merkitysta.

Kaikesta edelld pohditusta seuraa, etta Sulo antaa lopputuloksen jarkevaa virheen tark-

kuutta ja sita vastaavaa lopputuloksen tarkkuutta kayttaen:

o = (63 4 3) MS/m

Lopulta sahkoinsindori Sulo saattaa siis sanoa pomolleen, ettd sahkénjohtavuus on jos-

sain 60 ja 66 MS/m valilla.
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4 Virheanalyysi

Sulon pomo kutristaa kulmiaan, kun sahkoinsinéérimme esittda saamansa tuloksen ha-
nelle. Lopputuloksen virhe on sen verran suuri, ettd amerikkalaisen asiakkaan ehto mi-
nimiarvosta voi hyvinkin alittua. Ratkaisuksi pomo antaa Sulolle 3000 € firman rahaa ja
pyytda hanta ostamaan jonkin nykyista tarkemman mittarin, jotta lopputuloksen virhe
saadaan puristettua tarpeeksi pieneksi. Mikali virhe saadaan vaikkapa pienenemaan kol-
masosaan nykyisestd, ja uusintamittaus antaa sahkdnjohtavuudelle likipitden saman tu-
loksen, voidaan olla tyytyvaisia. Talldinhan tehtaan tuottaman kupariseoksen sahkénjoh-
tavuus olisi vahintaan 62 MS/m. Ja tall6in laivaa voitaisiin ryhtya lastaamaan suomalai-

sella metalliseoksella.

Sulo katsoo epauskoisesti kdsissdan olevaa paksua setelinippua. Nyt pitad enaa paattaa,
minka mittarin han kdy ostamassa. Jaa-a, tama paatos pitda tehda oikein. Jos han os-
taa uuden mittarin jo nyt tarkasti toimivan mittarin tilalle, rahan kdytosta ei ole mitaan
hyo6tya. Jos Sulo sen sijaan osaa ostaa tarkemman mittarin nykyisista mittareista epatar-

kimman tilalle, raha tulee kaytettya jarkevasti.

Jotta Sulo osaisi tehda jarkevan paatéksen, han palaa edelld esitetyn virhelaskelmansa
pariin. Siita selviaa, kun sita oikein lukee, etta johtimen pituuden mittaaminen tuotti lop-

putulokseen 0,27 % suuruisen virheen:

dL
— =0,00271
L Y

Vastaavasti virran mittaamisesta tuli lopputulokseen 0,67 % suhteellinen virhe, jannitteen
mittaaminen tuotti 1,02 % virheen ja johtimen halkaisijan mittaaminen tuotti perati 3,02 %
suuruisen virheen. Nyt Sulon on helppo tehda paatos entista tarkemman mittarin hankki-

misesta. Ei olisi mitdan jarkea ostaa uutta rullamittaa tahi uutta virta- tai jannitemittaria.



Sen sijaan uusi ja entista huomattavasti tarkempi paksuuden mittari, ts. mikrometriruuvi,

kannattaa hankkia. Sehan tuottaa yksistaan lahes kaiken lopputuloksen virheesta.

Oletetaan, ettd Sulo osti uuden mikrometriruuvin, jonka mittaustarkkuudeksi han arvioi

1 mikrometrin. Talléin materiaalin sdhkdnjohtavuuden virheeksi saadaan:

do—o (L AU odDY
TN\ TT U D)~

0,2 7 4 1
- OMSI (25 ¢+ 2 oo )=
63,09342 M5/m (73, 31045 303" 199)

= 63,09342 MS/m (0, 00271 + 0,00670 + 0,01018 4 0,01005) =

= 1,388 MS/m

Tassa kohtaa astuu voimaan saanto, etta lopputuloksen virheeseen voidaan ottaa perati
kaksi merkitsevaa numeroa. Tama johtuu siita, etta kun lopputuloksen virhe on tarpeek-
si pieni, se voidaan esittdd hieman muita tapauksia tarkemmin. Niinpa rahat viisaasti
kaytettyaan ja uusintamittaukset tehtyaan sahkoéinsinéori Sulo voi vieda uudet tulokset
pomon nahtavaksi. Nyt han voi luottavaisin mielin kertoa, etta tehtaan valmistaman ku-

pariseoksen sahkonjohtavuus on:

o =(63,1+1,4) MS/m

Nain ollen sdhkénjohtavuus on vahintaan 61,7 MS/m suuruinen. Ja laivaa voidaan vihdoin

ruveta lastaamaan.

15
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5 Loppusanat

Tama artikkeli kuvaa tapaa, jolla olen opettanut virhelaskentaa insin66riopiskelijoillemme
monien, monien vuosien ajan. Oman kokemukseni perusteella uskallan vaittaa, etta ta-
rinallistaminen sopii erinomaisesti vaikeiden oppisisaltéjen opettamiseen. Kenties jopa
siind maarin, ettd mita vaikeampi aihe, sitd enemman narratiivista otetta sen opettami-

seen kannattaisi kayttaa. Arvoisa kollega, suosittelen lampimasti!
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