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Pallon kelluminen - esimerkki kolmannen asteen yhtalosta

T. Toimela

Vaasan Ammattikorkeakoulu

1. Johdanto

Toisen asteen yhtaloon padadytadn monissa fysiikan ongelmissa. Kolmannen asteen yhtal6 sen
sijaan tulee vastaan harvemmin yksinkertaisissa fysiikan sovelluksissa. Ehk& tunnetuin tapaus
on reaalisia kaasuja (ideaalikaasun tilayhtdl6a paremmin) kuvaava van der Waalsin tilayhtalo,
jonka viriaalikehitelmén avulla paine voidaan lausua kolmannen asteen polynomina
tiheydesta (kts. esimerkiksi [1]).

Tarkastellaan tassa toista yksinkertaista esimerkki&, pallo-symmetrisen kappaleen kellumista.
Olkoon pallon sade r ja pallon keskimaarainen tiheys p. Pallo kelluu nesteessd, jonka tiheys
on p,. Pallon paino ja nesteen aiheuttama noste ovat kellumisessa tasapainossa:

4n T
?r3p g= §(4r3 —3rh?> + h®)py g (1)

jossa on kéaytetty pallon ja pallo-kalotin tilavuuksien lausekkeita, kts. [2]. Sievennettyna tasté
saadaan kolmannen asteen yhtélo korkeudelle h, joka pallosta on nestepinnan ylapuolella:

B3 — 3rh? + 413 (1 - pﬁ> =0 %)
0

Kéytetddn merkintdja: c = p/p, ja x = h/r. Saamme yhtalon x:lle

x3-3x24+4(1-¢)=0 (3)



Jotta pallo kelluisi, pallon tiheys saa olla korkeintaan nesteen tiheys, eli: 1 = ¢ > 0. Tall6in
nestepinnan ylapuolella olevan osan korkeudelle patee: 0 < h < 2r. Toisin sanoen
fysikaalinen alue muuttujalle x:lle on: 0 < x < 2.

Funktion

fx) =x3—3x2+4(1—¢) (4)

kadnnepisteet 10ytyvat derivaatan nollakohdista:

0=f'(x)=3x>—6x »>x=0jax =2 (5)

Néemme, ettd f(0) = 4(1 —c) = 0jaf(2) = —4c < 0.Kun 0 < ¢ < 1, on yhtélolla (3)
siten kolme reaalista ratkaisua, joista yksi sijoittuu fysikaaliselle vélille 0 < x < 2, kahden
muun ratkaisun (x < 0 ja x > 2) ollessa epafysikaalisia. Rajatapauksessa ¢ = 1 (pallon
tiheys on sama kuin nesteen tiheys), on yhtal6ll& (3) kaksoisjuuri, x = 0, mika vastaa
tilannetta, jossa pallo on kokonaan nestepinnan alapuolella. (Kolmas ratkaisu on
epéafysikaalinen, x = 3.)

Rajalla ¢ — 0 (massaton pallo) yhtél6lla (3) on kaksoisjuuri, x = 2 vastaten tilannetta, joissa
pallo olisi kokonaan nestepinnan ylépuolella. (Tassékin rajatilanteessa kolmas juuri on
epéfysikaalinen, x = —1.)

2. Kolmannen asteen yhtélo

1500-luvulla Scipione del Ferron, Niccolo Tartaglian ja Gerolamo Cardanon kehittdma
kolmannen yhtalon ratkaisutapa lahti sijoituksesta, jolla poistetaan yhtaldsta toisen asteen
termi. Esimerkki tapauksessamme tdma sijoitus olisi x = z+1, jolloin yhtalo tulee olemaan
muotoa

2 +pz+q=0 (6)



jossa nyt késill4 olevassa tapauksessa p = —3 jaq = 2(1 — 2¢). Yhtdlén (6) yleinen
ratkaisu on (kts. esim. [3]).

()

Sijoittamalla edeltd esimerkkimme g:n ja p:n arvot, néemme, etta

2 3
qz + ’2’—7 = Jacz —4c = +2i/c(1—0) (8)

koska ¢ < 1. Voimme siten kirjoittaa alkuperdisen yhtalomme (3) ratkaisut:

x1=1+i/2c—1+2i c(1—c)+3\/2c—1—2i,/c(1—c) ©)

—1+iV3 —1-iV3
x2=1+T3\/2c—1+2i c(l—c)+Ti/ZC—1—2iw/c(1—c) (10)

—1—1iv3 -1+ i3
x3=1+TS\/26—1+2i c(1—c)+Tg\/2c—1—2i,/c(1—c) (11)



Néissa ratkaisuissa nékyy yleinen kolmannen asteen yhtalon ratkaisukaavan piirre: reaaliset
ratkaisut ovat lausuttavissa kahden kompleksisen liittoluvun summana.

Ratkaisuista (9-11) x; > 2 ja x, < 0 (riippumatta c:n arvoista valilla 0 < ¢ < 1). Viimeiselle
ratkaisulle patee: 0 < x5 < 2, eli tdima ratkaisu on yhtalon (3) fysikaalinen ratkaisu.

Katsotaan ensin tarkistuksen vuoksi tapaus ¢ = % (vastaten siis tilannetta, jossa pallon tiheys
on puolet nesteen tiheydesté. Talldin

3\/2c —1+2i\Jc(1—-0¢) = +i = Yetin/2 = p*in/6 (12)
Kéayttden Moivren kaavaa saamme

+in/6 T m_ V3. i (13)
jolloin

x3=1 (14)

—1—i\/§<\/§ i> —1+i\/§<\/§ i>
+—\ = + —— =1

2 2 73 2 2 2

Tarkoittaen, etta pallo on puoliksi nesteessa kuten tulee ollakin, jos pallon tiheys on puolet
nesteen tiheydesté.

Algebrallinen ratkaisumuoto (11) on (kahden kompleksisen liittoluvun summana) hieman
epakaytannollinen tarkoitukseemme. Lausutaan kuutiojuuressa oleva lauseke kompleksiluvun
normin ja suuntakulman avulla. Huomataan, ettd normi on t&ssa esimerkkitapauksessamme
ykkonen:

2c—1i2iw/c(1—c)| = 2c—1)2+4c(1—¢) =1 (15)

Talloin



3
-
3\/2c —1+2iJc(1—-¢) = \/e STz

2/ c(1-c)

2c-1
ratkaisun trigonometristen funktioiden avulla:

jossa 0 < tan~! (

3 2c—1

1 2 Jc(1—c
x3 =1 —cos [—tan‘1 <¥> r—

1
+ /3 sin [gtan*(
Kirjoitetaan tamé vield vahan eri muotoon. Olkoon
a=cos'(2c—1), 0<a<m

Talloin (etumerkkeineen, koska sina > 0 alueessa 0 < a < m)

sina V1—cos?a  2yc(1—c)

cosa cosa 2c—1

tana =
Eli voimme Kirjoittaa ratkaisun yhtalgssa (17):
1 n
x3 =1 — cos [§ cos™1(2c — 1)] + /3 sin [§ cos™1(2c—1)

tai edelleen

21/c(l—c)> i tan‘1<2’/c(1_c)
=e

) < m. Yhteensé (taas Moivren kaavaa kayttamalld) saamme

24/c(1—c)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)



1 YER!
X3 =1+2 {—Ecos [§ cos 1(2c — 1)] + - sin [§ cos 1(2c — 1)]}

21
21 1 C2r g1l (21)
=142 {cos— - COS [— cos™1(2c — 1)] + sin — - sin [— cos™1(2c — 1)]}
3 3 3 3
Kéayttdmalla kosinin yhteenlaskukaavaa tdman voi viela kirjoittaa mahdollisimman
yksinkertaiseen muotoon:
2t 1
x3 =1+ 2cos [? — §COS_1(2C -1 (22)

3. Ratkaisu trigonometristen yhtéldiden avulla

Kolmannen asteen yhtal6ité voi ratkaista myos trigonometristen yhtéldiden avulla, kuten
Francois Viete myéhemmin 1500-luvun lopulla osoitti, kts. [4]. Merkitaan yhtalossa (6),
(Jossap = =3 <0)

zZ= /—?p cos ¢ (23)
Yhtélo (6) tulee talléin muotoon

2(_—) (4cos®p—3cosp)+q=0 (24)

Eli

2 (—?p) cos3p+qg=0 (25)



Missa on kéytetty hyvaksi kolminkertaisen kulman kosinin lauseketta. Trigonometrisen
yhtélon (25) ratkaisu on

@ =t|zcos7H - + (26)

n = 0,1,2 . Talldin yhtalon (30) perusteella

-p 1 q 2nm
x=14+z= 142 |— cos| £=cos - + (27)
3 3 5 (—p)3/2 3
3

jossa sijoituksella p = —3jaq = 2(1 — 2¢) fysikaalinen ratkaisu, yhtélo (22), saadaan, kun
valitaan negatiivinen etumerkki ja n = 1. Td&mé on kosinin parillisuuden nojalla sama kuin,
jos valitaan positiivinen etumerkki ja n = 2, kun kosinin argumentista vahennetaan vield 2.

4. Pallomainen jadvuori

Sovelletaan nyt ratkaisuamme, yhtaloa (22) pallomaisen jadvuoren tarkastelemiseen. Jaan
tiheyden, p = 917 %, ja suolaisen valtameren veden tiheyden, p, = 1020 %, perusteella

¢ = 0,8990. Tallgin yhtalostd (22) x = x5 = 0,3937.

Kuvan 1. perusteella saamme laskettua etéisyyden, minne asti pallomainen jadvuori ulottuu
pinnan alla sivusuunnassa:



1 fz
s=r—+yr2— (@ —h2=r—Jh@r—h) =h ~— |[-—1]=0520h

eli tamd pallomaisen jadvuoren sivusuuntainen ulottuvuus pinnan alla on vahan yli puolet
pinnan ylapuolisesta korkeudesta.
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Kuva 1. Pallomainen jaavuori



