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ESIPUHE

Olemme algebran monisteemme esipuheessa kerrotulla tavalla jatkaneet ta-
m&an geometriankin monisteen muokkaamista vahentamall& kasin suoritetta-
vaa mekaanista laskemista. Tallaiset rutiinithan voi siirtaa tietokoneilla ja
laskimilla suoritettaviksi ja mielestdmme ndin pitaisi insinbé6riopinnoissa
menetella valmistauduttaessa tyfelamaan ja jatko-opintoihin. Mekaani-
sen kasinlaskennan sijasta matematiikassa on ennen kaikkea keskitytta-
va seké oleellisimpien asioiden ymmartamiseen etté tarvittavien toimen-
piteiden ja saatujen tulosten ymmarrettavaan esittamiseen.

Apuna esimerkeissd olemme kayttaneet symbolista laskinta TI-Nspire CX
CAS. Annetuista ohjeista saa vinkkeja muidenkin symbolisten laskinten
tai matematiikkaohjelmien hyédyntamismahdollisuuksista.

Geometrian tehtavien kasittelyssa on monasti esitetty myos piirtamisratkaisu,
koska se on usein nopein ja havainnollisin menettelytapa. Piirtdmisratkaisun
epatarkkuudesta ei yleensa ole haittaa, koska apuvalineilla samat tulokset saa
helposti halutulla tarkkuudella. Esimerkiksi kolmion ratkaiseminen kannattaa
suorittaa haluttaessa ensin graafisesti ja sitten valmiilla kolmion ratkaisu-
ohjelmalla. Nain saatava ajan saasto voidaan kayttaa vaikka opintoalakoh-
taisten sovellustehtavien kasittelyyn jatehokkaan laskimen tai tietokone-
ohjelman monipuolisemman kayton opettelemiseen.

Monisteen kuvat ovat likimain tekstissa mainitussa koossa, jos kaksi sivua tu-
lostetaan rinnan A4-kokoiselle arkille tai sivut nakyvat nayt6lla koossa 148 mm
x 210 mm. Jos nakyman koko on toinen, niin muutamiin kuviin liittyvat mittauk-
set pitaisi suorittaa alla olevalla sopivasti skaalautuvalla "senttimetrimitalla”.

0 1 2 3 4 5 6 [ a8 9 10

Harjoitustehtavien eri osioiden nimeamiskaytantéa olemme selittdneet algeb-
ran monisteen esipuheessa.

Opettajat saavat kopioida tastékin geometrian materiaalista seka omaan
opetuskayttéonsa ettd opiskelijoilleen jaettavaksi mitka tahansa sivut
koko sivun kopioina tai vaihtoehtoisesti he voivat kertoa opiskelijoilleen,
misté tarpeelliset sivut voi tulostaa tai muutoin ladata kaytto6on.

Oppimateriaalisarjan jatkokehittdmista varten otamme kiitollisina vastaan
iImoitukset painovirheista ja parannusideat pienista yksityiskohdista aina
laajempiin kokonaisuuksiin asti. Samalla lausumme kiitokset myos ”Oja-

lain laskuoppien” aiemmille kehittajille FM Marjo Ojalalle ja paamatemaa-

tikko, SHV Lauri Ojalalle.

Porissa 28.8.2016

Timo Ojala Leena Ojala Timo Ranta

Emeritus yliopettaja Matematiikan yo  Matematiikan yliopisto-opettaja
PTOL/SAMK 1977-2016 Abo Akademi TTY

TY 1971-77, TTKK 1987-96 timo.ranta@tut.fi

timo.ojala@live.fi

> Timo Ojala, Leena Ojala, Timo Ranta: Geometria >
Ojalain laskuopit



mailto:timo.ranta@tut.fi
mailto:timo.ojala@live.fi

SISALLYSLUETTELO OSA1

1. Peruskasitteita ja —tuloksia
1.1 Klassisen geometrian piirtdmistehtavia
1.2 Viivan pituus
1.3 Kulmista
1.4 Kolmio
1.5 Nelikulmio
1.6 Pintoja ja kappaleita
Pinta-aloja
Tilavuuksia
Yhdenmuotoisuudesta
Kulman mittaaminen
Trigonometristen funktioiden maaritelmat
Arkusfunktioista
Trigonometrisia kaavoja
Trigonometristen funktioiden kuvaajat
Kolmion ratkaiseminen
10.1 Nimeamissopimus
10.2 Kolmion ratkaiseminen piirtamalla
10.3 Suorakulmaisen kolmion ratkaiseminen laskemalla
10.4 Yleisen kolmion ratkaiseminen laskemalla
10.5 Yleisen kolmion tapauskohtaiset ratkaisuohjeet
10.6 Valmis kolmion ratkaisuohjelma
11. Kolmioita koskevia tuloksia
12. Ympyraa koskevia tuloksia
Vastauksia osan 1 tehtavien v-osioihin

SOPNDU A WN

3 Timo Ojala, Leena Ojala, Timo Ranta: Geometria
Ojalain laskuopit




SISALLYSLUETTELO OSA?2

13. Avaruusgeometriaa
13.1 Suora ja taso
13.2 Ortogonaaliprojektio ja yleinen suuntaisprojektio
13.3 Keskusprojektio
13.4 Avaruusgeometrian tehtavia
14. Vektoreiden peruskasitteita
15. Vektoreiden peruslaskutoimitukset
16. Tasovektoreista
16.1 Tasovektorin komponenttiesitys
16.2 Tasovektoreiden pistetulo
16.3 Tasovektoreiden projektiovektori
17. Avaruuskoordinaatistoista
18. Avaruusvektoreista
18.1 Avaruusvektoreiden komponenttiesitys
18.2 Avaruusvektoreiden pistetulo
18.5 Ruistitulo eli vektoritulo
18.6 Kolmituloista
19. Kompleksiluvuista
19.1 Suorakulmainen muoto
19.2 Kompleksiluvun polaarisia esityksia
19.3 Luvun kompleksinen juuri
19.4 Kompleksiluvut Tl-laskimessa
Vastauksia osan 2 tehtavien v-osioihin

4 Timo Ojala, Leena Ojala, Timo Ranta: Geometria
Ojalain laskuopit

76
76
77
79
80
86
89
96
96
101
104
108
113
113
119
125
130
132
132
135
138
140
143




5,

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta

GEOMETRIA

Osal

b2

2 2 2
Pythagoras: (C = a + b

®
samk f

Timo Ojala, Leena Ojala, Timo Ranta: Geometria
Ojalain laskuopit




1. PERUSKASITTEITA JA -TULOKSIA
1.1 Klassisen geometrian piirtdmistehtavia

Klassisessa geometriassa tutkitaan sellaisia viivoja, jotka voidaan piirtaa
harpilla ja sellaisella viivoittimella, missé ei ole pituusmittaa. Esimerkkeja

tallaisista viivoista ovat suora, jana, murtoviiva, ympyra(viiva) ja ympyrankaari.

Algebran kurssiin kuuluvassa analyyttisessa geometriassa tutkitaan lasken-
nollisesti pisteiden koordinaatteja ja viivojen yhtaloita kayttéaen edellisten lisak-
si muitakin viivoja kuten ellipsia ja paraabelia.

Esimerkki. Piirra klassisen geometrian menetelmin eli harpilla ja viivoittimella
a) annetun janan AB keskinormaali b) annetun kulman « puolittaja.

K e
),

Kuvan numerot ilmaisevat piirtdmisjarjestyksen. Kunkin ympyran keskipiste on
tarkalleen siin&, missa se nayttaa olevankin ja kukin suora on piirretty kulke-
maan niiden pisteiden kautta, joiden kautta se nayttadkin kulkevan. Kuvassa
samalla numerolla merkityilla ympyrailla on yhta suuret sateet.

Jatkossa me kdytamme piirtamistehtavissd hyvaksemme myads erilaisia
kolmio- ja yhdensuuntaisviivoittimia seka pituusmittaa ja astelevya. Suo-
ritamme lisdksi laskutoimituksia saaduilla mittaustuloksilla, jolloin esi-
merkiksi kulman jakaminen kolmeen yhta suureen osaan onnistuu hyvin hel-
posti, vaikkakin se on mahdoton tehtava klassisen geometrian mukaisesti har-
pilla ja viivoittimella.

Piirtamistehtavissa edellytdmme ainoastaan, ettd ratkaisun on kaikissa
mahdollisissa tapauksissa onnistuttava annetun ohjeen mukaan ilman
kokeiluja. Esimerkiksi kolmion karkipisteiden kautta kulkevan ympyran piirta-
mistd emme hyvaksy siten, etta ympyran keskipisteen sijainti arvataan ja ar-
vausta tarvittaessa parannetaan uusilla arvauksilla, kunnes ympyra nayttaa
kulkevan kolmion kéarkipisteiden kautta. Keskipiste on haettava systemaattisel-
la tavalla esimerkiksi maarittamalla kolmion sivujen keskinormaalien leikkaus-
piste. On selvaa, ettd tassa keskinormaalien piirtamisessa tapahtuu kaytan-
ndssa pienia virheitd ja arvaamalla |0ydetty keskipiste voisi olla jopa parempi-
kin kuin systemaattisella tavalla I6ytamamme piste, mutta siltikdan me emme
tassa geometrian kurssissa hyvaksy kuvatunkaltaisia kokeellisia menetelmia.
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1.2. Viivan pituus

Janan pituus saadaan mittaamalla. Murtoviivan pituus saadaan laskemalla
yhteen murtoviivan muodostavien janojen pituudet.

Kaarevan viivan likimaarainen pituus saadaan

- korvaamalla mitattava viiva murtoviivalla, jonka
pituus saadaan useamman mittauksen summana

- laittamalla viivalle lanka, jonka pituus mitataan oikaistuna.

Ympyraviivan pituus saadaan myds laskemalla kaavasta

p =2xr tai p=xd

jos séade r tai halkaisija d tunnetaan. Tekniikassa suositaan jalkimmaista kaa-
vaa, koska esimerkiksi putken halkaisija on usein helpommin mitattavissa kuin
putken poikkileikkausympyran sade.

1.3 Kulmista

Kulman suuruus asteina saadaan esimerkiksi astelevylla mittaamalla.

Kulma voidaan nimeta suuruutensa perusteella mm seuraavasti
- terava kulma a <90°

- suorakulma a =90°
- tylppa kulma 90° < ar < 180°
- oikokulma a =180°

- kovera kulma 0<a <180°
- kuperakulma 180° < «a < 360°
- taysikulma o = 360°

Kahta kulmaa « ja # sanotaan toistensa
- komplementtikulmiksi, jos kulmien summa « + g =90°
- suplementtikulmiksi, jos kulmien summa « + f =180°
- eksplementtikulmiksi, jos kulmien summa « + = 360° .

Vieressa on kolme samassa tasossa olevaa kulmaa «, g ja .

Paksulla viivalla on esitetty kulmien vasemmat kyljet ja ohuella ¥
viivalla oikeat kyljet. Nimitys vasen kylki/oikea kylki riippuu siitéa
kumman kaden puolelle kylki ja&, kun katsoja seisoo kulman
karjessa kuvatasolla ja katsoo kulman aukeamissuuntaan.
Vasemmat kyljet ovat keskend&n samannimisia, samoin oikeat.
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Kulmien sijainnin perusteella kulmista kaytetdédn seuraavissa tuloksissa esiin-
tyvia nimityksia:

Vieruskulmat ovat toistensa suplementtikulmia eli
niiden summa on 180°.

Ristikulmat ovat yhta suuret.

Jos suora L leikkaa kahta muuta suoraa, niin
kuvan kulmia ¢, , , , a; ja «, sanotaan saman-

kohtaisiksi kulmiksi, silla niissé leikkaava suora L
on samannimisena kylkena (nyt oikeana kylkena).

Lause. Jos suora leikkaa kahta yhdensuuntaista /(
suoraa, niin samankohtaiset kulmat ovat yhta suuret. /

L
Kaantaen: Jos suoran leikatessa kahta muuta suoraa )/

samankohtaiset kulmat ovat yht& suuret, niin mainitut
kaksi suoraa ovat yhdensuuntaiset.

Lause. Jos kahden teravan kulman samannimiset

kyljet ovat yhdensuuntaiset, niin kulmat ovat yhta __/_i

suuret.

kyljet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, niin
kulmat ovat yhta suuret.

Lause. Jos kahden teravan kulman samannimiset E g

Edelliset lauseet voi helposti havaita oikeiksi:

Kahdessa ensimmaisessa tapauksessa toinen kulma (tai sen ristikulma) voi-
daan ilmeisesti suuntansa sailyttaen siirtda toisen kulman paalle.
Kolmannessa lauseessa toista kulmaa on ennen siirtoa kierrettava 90 astetta.

Sana terava voitaisiin edellisissa lauseissa korvata myos sanalla kupera tai
sanalla kovera. On kuitenkin huomattava, ettad kulmien yhtasuuruuden varmis-
tamiseksi meidan on tiedettava, ettd molemmat kulmat ovat samantyyppisia:
molemmat terévid, molemmat koveria tai molemmat kuperia, pelkastaan sa-
mannimisten kylkien yhdensuuntaisuudesta tai kohtisuoruudesta ei viela valt-
tamatta seuraa kulmien yhtasuuruus. Fysiikan kaltevaan tasoon liittyvissa ti-
lanteissa tarkasteltavat kulmat ovat useimmiten teravia ja siksi edellisissa lau-
seissa voi usein rajoittua tarkastelemaan vain teravia kulmia.
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1.4 Kolmio

Kolmion muodon perusteella kaytetadn seuraavia nimityksia.
- Kolmio on tasasivuinen, jos kaikki sivut ovat yhta pitkia.
- Kolmio on tasakylkinen, jos sen kaksi sivua ovat yhta pitkia.
- Tasakylkisen kolmion yhta pitkid sivuja sanotaan kyljiksi ja kolmatta sivua
kannaksi rippumatta kolmion asennosta.
- Kolmio on teravakulmainen, jos sen kaikki kulmat ovat teravia.
- Kolmio on suorakulmainen, jos kolmiossa on suora kulma.
- Kolmio on tylppakulmainen, jos kolmiossa on tylppa kulma.

Kolmion osien valilld on seuraavat riippuvuudet:

Lause. Kolmion kulmien summa on 180°. 7

Kolmioepayhtalo. Kolmiossa kahden sivun pituuksien summa on suurempi
kuin kolmas sivu.

Kolmiossa kahden sivun pituuksien erotus on pienempi kuin kolmas sivu.

Kolmiossa pisimman sivun vastainen kulma on suurin ja lyhimman sivun vas-
tainen kulma on pienin.

1.5 Nelikulmio

Seuraavassa luettelemme kuvien jarjestyksessa nelikulmioiden tarkeimmat
erikoistapaukset nimineen ja perusominaisuuksineen.

- Neli6: kaikki sivut ovat yhtéa pitkia ja kaikki kulmat suoria kulmia.

- Neljakas, vinoneli6 ("salmiakki"): kaikki sivut ovat yhta pitkia.

- Suorakulmio: kaikki kulmat ovat suoria kulmia.

- Suunnikas: vastakkaiset sivut ovat yhta pitkia ja yhdensuuntaisia.

- Puolisuunnikas: (ainakin) yksi pari vastakkaisia sivuja yhdensuuntaisia.
- Tasakylkinen puolisuunnikas: lisaksi toinen sivupari yhta pitkia.

A4 VEra VA
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Kaikki neliét ovat myos seké neljakkaita etta suorakulmioita.
Kaikki neljakkaat ja suorakulmiot ovat puolestaan suunnikkaita.
Kaikki suunnikkaat ovat myds puolisuunnikkaita.

Kaikki tasakylkiset puolisuunnikkaat ovat puolisuunnikkaita.

Nelikulmio on suunnikas, jos yksikin seuraavista ehdoista toteutuu:
(i) Vastakkaiset sivut ovat yhta pitkat.
(i) Vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset.
(i) Yksi pari vastakkaisia sivuja on yhta pitkia ja yhdensuuntaisia.
(iv) Vastakkaiset kulmat ovat yhta suuret.

Kannattaa huomata, etta neljakkaan lavistajat puolittavat
neljdkkaan kulmat, kun taas suunnikkaan lavistgjat eivat

yleensa puolita suunnikkaan kulmia (paitsi, jos suunnikas
on erityisesti neljakas).

Lisaksi neljakkaan lavistgjat ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan, mutta suunnikkaan lavistajat

leikkaavat toisiaan yleensa vinosti.

Jokaisessa nelikulmiossa kulmien summa on 360°,
silla nelikulmio voidaan jakaa kahdeksi kolmioksi,
joissa kummassakin kulmien summa on 180°.

1.6 Pintoja ja kappaleita

Viiva syntyy pisteen liikkuessa avaruudessa. S~ —

Pinnan voi puolestaan ajatella syntyvan viivan
likkuessa avaruudessa joko muotonsa ja pituutensa
sailyttaen tai niitd muuttaen.

Pallon pinta esimerkiksi syntyy, kun puoliympyran kaari
pyorahtaa tayden kierroksen halkaisijan ympari.

Pallonpinta maaritella&n usein myds niiden pisteiden
Jjoukkona, jotka ovat vakioetaisyydella (sateen etaisyydelld)
pallon keskipisteesta.
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Suoran (tai pituuttaankin muuttavan janan) liikkkuessa
avaruudessa syntyy ns. viivoitinpinta.

Taso on eras viivoitinpinta.
Muita viivoitinpintoja ovat esimerkiksi lierio- ja kartiopinta.

Lieriopinta syntyy, kun suora liikkuu
avaruudessa suuntansa sdilyttaen.

Kartiopinta syntyy, kun suora liikkuu
avaruudessa siten, ettd sen yksi piste
pysyy koko ajan paikoillaan.

Huomaa, etta yleisisséa lierio- ja kartiopinnoissa liikkuneen suoran ei tarvitse
palata lahtdasemaansa eika suoran pisteiden tarvitse kiertaa ympyrarataa!

Lierio- tai kartiopintaa sanotaan suljetuksi, jos likkuva suora lopuksi palaa
alkuasemaansa.

Suljetun lieriopinnan ja kahden yhdensuuntaisen tason rajoittamaa kap-
paletta sanotaan lieridksi. Jos leikkaavat tasot ovat kohtisuorassa lierion si-
vuviivoja vastaan, niin lierié on suora, muutoin vino.

Jos lierion pohjana on esimerkiksi ympyra, ellipsi tai monikulmio, niin ky-
seessa on vastaavasti ympyraélierid, elliptinen lieri6 tai sarmio eli prisma.

Sarmidta sanotaan n-sivuiseksi, jos sarmion pohjat ovat n-kulmioita, jolloin
sarmidssa on kahden pohjatahkon lisaksi n sivutahkoa. Suoran sarmion kaikki
sivutahkot ovat suorakulmioita, kun taas vinon sarmidn sivutahkot ovat suun-
nikkaita.

Tarkeimmat nelisivuiset sarmiot ovat kuutio (kaikki kuusi tahkoa nelioitd),
suorakulmainen sarmio (“tiiliskivi’, kaikki kuusi tahkoa ovat suorakulmioita) ja
suuntaissarmio (kaikkia kuusi tahkoa suunnikkaita).

Alla olevassa kuvassa on kuutio, suorakulmainen sarmid, suuntaissarmio, vino
(kolmisivuinen) sarmio ja suora (kuusisivuinen) sarmid, jota voidaan tarkem-
minkin sanoa myds sdannolliseksi kuusisivuiseksi sarmioksi, koska sen pohjat
ovat saannollisia kuusikulmioita.

/

Lo\

L}
L}
1
L}
P SRS
Immm|= -
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’

Huomaa, etta kaikki ylla nakyvat kappaleet ovat lieri6ita(!), vaikka niilla on
my06s kappaletta tarkemmin kuvaavat edella mainitut nimityksensa.
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Suljetun kartiopinnan, sité leikkaavan tason ja kartiopinnan huippu-
pisteen rajoittamaa kappaletta sanotaan kartioksi.

Mikali kartion pohja on ympyra tai monikulmio, niin kyseessé on vastaa-
vasti ympyrakartio tai pyramidi (joka siis on kartio sekin!)

Suorassa ympyrakartiossa huipun ja pohjan keskipisteen yhdysjana on koh-
tisuorassa pohjatasoa vastaan.

n-sivuisen pyramidin pohja on n-kulmio ja sivutahkoina on n kolmiota.
Saanndllisen n-sivuisen pyramidin pohja on saanndllinen n-kulmio ja kaikki
sivutahkot ovat yhtenevia tasasivuisia kolmioita, jolloin my6s huipun ja pohjan
keskipisteen yhdysjana on kohtisuorassa pohjatasoa vastaan.

Kolmisivuisen pyramidin (eli tetraedrin eli nelitahokkaan) kaikki tahkot ovat
kolmiota. Jos kaikki nelja tahkoa ovat yhtenevia tasasivuisia kolmioita, niin ky-
seessa on saanndllinen tetraedri.

Katkaistu kartio saadaan leikkaamalla kartion huipusta pala pois pohjan
suuntaisella tasolla.

Tehtavia

1.1 Maaritd kulman v) a«=35° a) g=75° i) komplementtikuima
i) suplementtikulma iii) eksplementtikulma iv) vieruskulma v) ristikulma.

1.2 Oletetaan, ettd kuvan pysty- ja vaakasuorilta janoilta
vaikuttavat janat ovat todella sellaisia. Vinon tason
kaltevuuskulma olkoon V) o =43° a) a =46°.
Maaritd muut nimetyt kulmat kahdella eri tavalla:

1) sopivan apupiirroksen avulla
i) kayttden kohdassa 1.3 esitettyja lauseita.

1.3 Kolmiosta tunnetaan kulmat v) o =30° ja f=40°
a) a=20°ja f=60°. Maarita ne kulmat, jotka muodostuvat

1) a-kulman puolittajan ja vastakkaisen a-sivun leikkauspisteeseen,
i) - ja f- kulmien puolittajien leikkauspisteeseen.

1.4 Montako tahkoa/sarmaa on/voi olla a) suorakulmaisessa sarmifssa
b) suorassa sarmiossa c) tetraedrissa d) pyramidissa

1.5 Piirra a) jokin kartio, joka ei ole pyramidi eik& ympyrékartio
b) jokin suora sarmio, joka ei ole suorakulmainen séarmi6

1.6 Piirra sellaiset kulmat, jotka eivat ole yhté suuria, vaikka niiden saman-
nimiset kyljet ovat a) yhdensuuntaiset b) kohtisuorassa toisiaan vastaan.

1.6 Esita laskukaava n-kulmion kulmien summalle.

1.7 Kolmion kaksi kulmaa ovat « ja f. Laske kolmannen kulman vieruskulma.
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2. PINTA-ALOJA

Nelid A=a’ a |28
Suorakulmio [ A=ah a h
Suunnikas A=ah b
A=absiny /4 jh
a
Akolmio = % ) Asuunnikas
1
A=1an
52
. _lapsi
Kolmio A=Zabsiny
Heronin kaava
A = p(p-a)p-b)p-c)
missa p = w on puolipiiri
Puoli - a +a,
suunnikas A= 2 -h
&
Ympyra A=nr’
2
A= zd”
4
Ympyran A=-%_.72r> (a asteina) \
sektori 360 ! '
2 ' 1
A= 0‘; (o radiaaneina) @
A= %br (Vertaa A, = %ah) b

Ym pyrén . A= Asektori + Akeskuskolmio
segmentti ~ jos a <180°
+ jos a >180° N
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Lierion ja kartion vaippaan ei lueta pohjan alaa:

Suoralierio

Suora
ympyralierio

Vino lierid

Suora
ympyrakartio

Katkaistu
suora
ympyrakartio
Pallo

Kalotti

Vybhyke

Torus

A\/aippa = p ) h !
missa p = pohjan piiri h
- 6 \‘ p
A,aippa =2zr -h 3%
Asippa = P, ©S . Missé 7/

p, = normaalileikkauksen piiri s

(normaalileikkaus L sivuviiva)
S = sivuviivan pituus

A\/aippa = 7lS

Avaippa = ”(r + R)S

Avaippa = 27Z'pS
Avaippa = 27Z-ah

A= 4rr?

A = 27xrh

A =27xrh

h
vyhyke

A=47°Rr =27zR - 27r

Torus syntyy, kun r-sateinen ympyralevy
pyorahtaa ympyralevyn tasossa etaisyydella
R ympyran keskipisteesta olevan akselin ympari.

Toruksen ala saadaan ajattelemalla syntynyt "makkaralenkki” potkdksi oikais-
tuna. Oikaistun lierion "keskimaarainen” pituus on 2zR ja poikkileikkaus-
ympyran piiri 2zr . Naiden tulona saadaan toruksen pinta-ala.

Taman leikinomaisen tulkinnan taustalla on differentiaali- ja integraalilasken-
nan avulla todistettavat pydrahdyskappaleen pinta-alaa ja tilavuutta koskevat

Guldinin saannot.
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Esimerkki. Todistamme tasséa esimerkissa yleisesti

tunnetun Pythagoraan lauseen, jonka mukaan suora- b c

kulmaisessa kolmiossa kateettien nelididen summa

on yhtéa suuri kuin hypotenuusan nelio ts. a
a’ +b*=c?

Tarkastellaan kuvan mukaista neliota, jonka sivun
pituus on a+b. Jos nelion jokaisesta nurkasta
leikataan pois tarkasteltavan kolmion muotoinen
alue, niin jaljelle jadvan nelion pinta-ala saadaan
seka sivun pituuden neliona etta vahentamalla
koko nelion alasta neljan kolmion ala. Nain ollen

c2 =(a+b)? —4-%ab —a?+2ab+b? —2ab=a?+b?,

mika pitikin todistaa.

Pythagoraan lause on voimassa myos kaantaen:
Jos kolmiossa kahden sivun nelididen summa on yhta suuri kuin kolmannen
sivun neli®, niin kolmio on suorakulmainen.

Monisteen kansikuvassa Pythagoraan lause on todistettu toisin. Siina neljasta
samanlaisesta suorakumaisesta kolmiosta ja yhdesta pikkuneliostd, jonka sivu
on kolmion kateettien erotus, on konstruoitu kaksi kuviota

- neli6, jonka sivu on kolmion hypotenuusan pituinen

- L-kirjainen muotoinen monikulmio, joka voidaan jakaa kahdeksi nelioksi,

joiden sivut ovat kolmion kateettien pituiset.

Koska kuviot on koottu samoista osista, niin kuvioiden alat ovat yhtasuuret,
mik& osoittaa Pythagoraan lauseen oikeksi.

Esimerkki. Jos kolmion sivut ovat a=3,b=4 ja ¢ =5, niin kolmion puolipiiri

p= a+—g+c = 6. Heronin kaavan mukaan kolmion ala

A= p(p-a)p-b)p-c)=46(6-3)(6-4)(6-5)=+6-3-2-1=6.
Koska tarkasteltavassa kolmiossa a’ +b? =c?, niin kyseessa on suora-
kulmainen kolmio, jonka kateetit ovat 3 ja 4 ja ala saadaan nyt helpomminkin:

—1l3.4-=
A—234 6.

Heronin kaava on sikali merkittava kaava, etta jokainen monikulmio voidaan
lavistajiensa avulla jakaa kolmioiksi ja monasti ainakin maallikon on helpompi
mitata tarkasti kolmion sivujen pituuksia kuin kolmion kulmien suuruuksia.
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Esimerkki. Jos puoliympyrasté (sade =s = 6.0 m) taitetaan suoran
ympyrakartion vaippa, niin pohjaympyran sade r toteuttaa ehdon

Pohjaympyran piiri = puoliympyran kaaren pituus
& 27r =%-27zs oo =%=3 m

Kartion korkeus saadaan suorakulmaisesta kolmiosta
h=+s2-r2=462-32 m=52m

Tehtavia

2.1 Laske kolmion ala, kun sivut ovat v) 4.00, 5.00 ja 6.00 m
a) 6.00, 7.00 ja 8.00 m.

2.2 Maarita kolmion sivu ¢, kun a=5.00, b=6.00 ja v) A=10.0 a)
A=12.0

2.3 Piirra kolme sellaista puolisuunnikasta, joiden yhdensuuntaiset sivut
ovat 3.0 ja 5.0 cm ja ala 12 cm?.

2.4 Maarita sen ympyran piiri, jonka ala on  v) 123 mm? a) 432 m?.

2.5 Maarita suoran ympyrakartion vaipan ala, kun pohjan sade on 1234 mm
ja kartion korkeus v) 1111 mm a) 2222 mm.

2.6 Maarita v) kuun pinta-ala, kun kuun ymparysmitta on 10900 km
a) maapallon pinta-ala, kun maan ymparysmitta on 40000 km.

2.7 Tarkastellaan palloa, jonka sade on 1.00 m . Maarita sen "paivantasaa-
jalta” alkavan vyohykkeen korkeus, jonka ala on v) 1.00 m* a) 2.00 m?.
Mik& on sen kalotin korkeus, jolla on sama ala?

2.8 Maarita sen toruksen pinta-ala, joka syntyy, kun ympyralevy
(r =12.5 mm) pyo6rahtaé levyn tasossa olevan akselin ympari. Akselin
etaisyys ympyralevyn keskipisteestd on v) 123 mm a) 246 mm.

4

2.9 Maarita toruksen ulkohalkaisija D, kun sisahalkaisija @
d =1.00 m ja toruksen ala on v) 1.00m? a) 2.00 m?

2.10 Montako % pallon alasta on kuution ulkopuolella, jos
pallolla ja kuutiolla on yhteinen keskipiste ja
v) pallon sade = 0.6 x kuution sarméa
a) pallon pinta kulkee kuution jokaisen sarman keskipisteen kautta.
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Kuutio

Suorakulmainen
sarmio

Suuntaissarmio

Lierio

Kartio

Katkaistu kartio

Katkaistu
ympyrakartio

Pallo

Pallonsegmentti

Pallonsektori

Torus

Ohut tasapaksu kalvo

'i;

3. TILAVUUKSIA

VvV =a®

V =abc

V = Ah

V = Ah
1

V ==Ah
3

V=A+\/§B+B-h

V- 7(R* +Rr +r2)_h
3

V:%ﬂr3

V:ﬁwU—%)

\Y =%7Tr2h

V =27°Rr? = 2zR - 712

V ~ Ah
A =kalvon ala

h = kalvon paksuus mitat-
tuna kohtisuoraan kal-
von pintoja vastaan

Ojalain laskuopit
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Esimerkki. Maarita pallon tilavuus, jos sen pinta-ala on 1110 mm?®.

Pallon sade saadaan yhtalosta 4zr* =A< r = - /ﬁ ~ 9.3985 mm.

Niinpa pallon tilavuus on V = %nr3 =3477.4mm° ~ 3480mm®

Esimerkki. Paljonko maalia kuluu pallon (R =1.00 m) kasittelemiseen ker-
roksella, jonka vahvuus on d = 0.10 mm?

Tapa 1. Maalin maaréa saadaan kahden pallon tilavuuksien erotuksena:
V= %E(R +d)? —%;;R3 - %;;(1.00013 Py m?
=0.00125676 m*® ~ 1.3 litraa

Tapa 2. Maalin maaréan voi laskea ohuen kalvon tilavuutena
V ~ Ah=47zR?.d = 47 -1*-0.0001 m* = 0.00125664 m* ~ 1.3 litraa.

Esimerkki. Maarita toruksen tilavuus, kun sen keskella olevan pytrean aukon
halkaisija on d =290 mm ja toruksen suurin lapimitta on D =580 mm.
D

Toruksen kaavoissa esiintyvat sateet saadaan joko
laskimella tai kasin yhteenlaskukeinolla yhtaloparista A
2R+2r=D|-0.25 | -0.25 A

Fza)om | Comm ()
R=0.25-(D+d)=0.25-(580+290) mm =217.5 mm

r=0.25-(D-d)=0.25-(580-290) mm =72.5 mm —

Toruksen tilavuus on 27°Rr?=27%-217.5-72.5* mm®=22566542 mm®~23 dm®

Esimerkki. Tarkastellaan samankeskista palloa ja kuutiota, joilla on sama ti-
lavuus. Montako prosenttia pallon alasta on kuution ulkopuolella?

Ylemmasséa kuvassa kappale on kuvattu vinosti ylaetuoikealta, <
alemmassa suoraan edesta.
Jos kuution sarma on a, niin pallon sdde r saadaan ehdosta Q
3
Voato =Viuio < 277T° =" < 1=a-3 2 ~062035a . —

Kuution jokaisen tahkon ulkopuolella on pallon kalotti alaltaan
Ao =27th~27(0.62035 a)(0.62035 a—0.5 a)~0.4691 a°.

Kuution ulkopuolella oleva osuus pallon koko pinta-alasta on e
. 2
OAaion .1gop ~ —6:0.4691° 15004 _ 5g 20
Asaio 47(0.62035 ¥
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Tehtavia

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

Maarita sen pallon sade ja pinta-ala, jonka tilavuus on
v) 1.00 m® a) 567 m>.

Tarkastellaan palloa, jonka sdde on v) 1.000m a) 2.000 m .

) Maarita pallonsegmentin korkeus, jos sen tilavuus on 1.000 m°.

i) Maaritd sen katkaistun pallonsegmentin korkeus, jonka tilavuus on
1.000 m*ja joka on leikattu pallon "paksuimmalta kohdalta”. (Jos palloa
leikataan kahdella yhdensuuntaisella tasolla, niin pallosta tasojen valiin
jadédvaa kappaletta sanotaan katkaistuksi pallonsegmentiksi.)

Méaérita ohuesta pellista (paksuus 1.20 mm ja tiheys 4500 kg/m®) tehdyn
katkaistun suoran ympyrékartionmuotoisen ylhaalta avoimen astian mas-
sa. Pohjaympyran halkaisija on 1.60 m, suuaukon halkaisija on 2.40 m ja
astian korkeus v) 2.00 m a) 3.00 m.

Pelti on niin ohutta, etta annetut mitat esittavat mittaustarkkuuden puit-
teissa yhta hyvin astian sisa- kuin ulkomittojakin eika tehtavassa edes
sanota, kumpia oli pyritty mittaamaan. Tehtavan voi laskea eri tavoilla:

(i) ohuen kalvon tilavuutena (suositeltava tapa)

(i) kahden katkaistun ympyrakartion tilavuuden erotuksena, jolloin kappa-
leiden keskinaisissa mitoissa on huomioitava pellin paksuuden vaiku-
tus kayttaen jommassakummassa astiassa "ylitarkkoja arvoja”. Tama
tapa ei kuitenkaan ole tapaa (i) oikeampi, koska suurimmat mahdolliset
sisamitat voivat olla suurempia kuin pienimméat mahdolliset ulkomitat.

Maarita katkaistun kartion toisen pohjan ala, jos toisen ala on 3.20 m?,
katkaistun kartion korkeus on 2.10 m ja tilavuus on v) 8.00m® a) 4.00 m>.

Maarita sen "totteron” tilavuus, joka saadaan, kun puoliympyran muotoi-
nen levy, jonkasdde on v) 123 mm a) 321 mm, taivutetaan suo-
ran ympyrakartion vaipaksi.

Maarita toruksen ulkohalkaisija D, kun sisdhalkaisijad =1.00m

ja toruksen tilavuuden on oltava v) 1.00 m® a) 2.00 m°.

Kuinka paksusta materiaalista ontto toruksen muotoinen @
rengas on tehty, jos sen massaon v)520g a) 780¢g
ja edellisen kuvan mukaiset halkaisijat ovat d = 320 mm D

ja D = 620 mm? Materiaalin tiheys on 2200 kg/m® .

Tarkastellaan samankeskista palloa ja kuutiota, joilla on sama tilavuus.
v) Montako prosenttia kuution tilavuudesta on pallon ulkopuolella, jos pal-

lolla ja kuutiolla on yhta suuret tilavuudet? (Vastauksista Ioytyy tehtavaa helpottava

vinkki, mutta mietipa tehtavaa ensin itsenaisesti!)

a) Montako prosenttia pallon alasta on kuution ulkopuolella, jos pallolla ja
kuutiolla on yhta suuret pinta-alat?
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4. YHDENMUOTOISUUDESTA

Maéritelma. Kahta kuviota (tai kahta
kappaletta) sanotaan yhdenmuotoisiksi,
jos ne eroavat korkeintaan kokonsa
puolesta toisistaan, mutta niilla on sama
muoto. Kuvioiden/kappaleiden K ja K’
yhdenmuotoisuutta merkitaan K ~ K”.

Lause. Yhdenmuotoisissa kuvioissa/kappaleissa K™ ja K

1. || Vastinkulmat ovat pareittain yhté suuret.

2. || Vastinviivojen pituuksien suhde on vakio,

toisin sanoen, jos |, jal, ovat kuvion K kahden mielivaltaisen viivan pituu-
detja |, ja |,”ovat em. viivojen vastinviivojen pituudet kuviossa K, niin

A I :

L =2 =vakio=k

Il |2

Talldin sanotaan, etta kuvio K” on yhdenmuotoinen kuvion K kanssa mitta-
kaavassa k.

3. || Vastinpintojen alojen suhde on mittakaavan neli6 || ts.

A 2
A_k’

4. || Vastinosien tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio || ts.

V,:k3
V .

Huomaa, ettéd yhdenmuotoisten kuvioiden vastinviivoja ovat esimerkiksi moni-
kulmioiden vastinlavistgjat, vaikka niita ei olisikaan piirretty mukaan alkuperai-
siin kuvioihin. Edella todetut ominaisuudet 1 - 4 koskevat kaikkia niita kulmia,
aloja ja tilavuuksia, jotka saadaan tallaisten vastinviivojen avulla, vaikka vastin-
viivat eivat nakyisikdan alkuperaisissa kuvioissa.

Esimerkki. Annettu kuvio K voidaan suurentaa tai pienentdd muotonsa sailyt-
taen ns. homotetiakuvauksen avulla seuraavan sivun kuvan mukaisesti.
Homotetiakeskukseksi O voidaan valita tason mielivaltainen piste. Tilan
saastamiseksi homotetiakeskus voidaan valita alkuperaisen kuvion sisaltakin,
jolloin kuvio K ja sen kuva K" tulevat sisakkain.
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Kuvion K mielivaltaisen pisteen P kuva-
piste P” 1dydetdan puolisuoralta OP
etaisyydeltda OP” = k- OP , missé kerroin
k on kuvan K” mittakaava.

(Kuvassamme k = 2).

Huomautus. Kuvan tai kartan mittakaava on kuvassa olevan viivan pituuden
suhde viivan todelliseen pituuteen.

Jos mittakaava k>1, niin kyseessa on suurennos. Jos 0<k<1, niin kyseessa on
pienennos.

Esimerkki. Maarita pronssista valettavan patsaan massa, jos kipsista mitta-
kaavaan 1:10 tehdyn pienoismallin massa on 17 kg. Kipsin tiheys on 2300
kg/m® ja pronssin 8200 kg/m® .

Koska todellisen patsaan kaikki kolme ulottuvuutta (pituus, korkeus ja leveys)
ovat kymmenkertaiset pienoismalliin verrattuina, niin patsaan tilavuus on 10°-
kertainen eli tuhatkertainen. Kipsista tehtyna patsas painaisi nain ollen
1000-17 kg =17000 kg. Patsaan materiaali on kuitenkin painavampaa, joten
askeinen massa on kerrottava viela tiheyksien suhteella:

_ 8200 . ~
m = 2300 17000 kg ~ 61000 kg

Kolmioiden yhdenmuotoisuus todetaan tavallisesti kayttden seuraavaa lauset-
ta, jota kutsutaan kk-lauseeksi tarkasteltavien osien (kulma ja kulma) mukaan.

kk-lause. Jos kolmion kaksi kulmaa ovat pareittain yhta suuret kuin toisen
kolmion kaksi kulmaa, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset.

Kulmien yhtasuuruus puolestaan voidaan usein todeta seuraavalla lauseella.

Lause. Jos suora leikkaa kahta yhdensuuntaista suoraa, niin samankohtaiset
kulmat ovat yhta suuret.

Lause. Kannan suuntainen suora erottaa kolmiosta A
huippukolmion, joka on yhdenmuotoinen koko kolmion /
kanssa.

Va

Edellinen tulos seuraa kk-lauseesta, silla kuvaan samalla tavalla merkityt kul-
mat ovat pareittain yhta suuria edellisen lauseen nojalla.
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Huomautus. Neli- tai useampisivuisten monikulmioiden
yhdenmuotoisuus ei seuraa karkikulmien pareittaisista
yhtasuuruuksista, kuten viereisesta kuvasta ilmenee. LA
Vaikka kuvan kolmessa nelikulmiossa vastinkarkien kulmat
ovat yhté suuria, niin nelikulmiot eivat ole yhdenmuotoisia.

Mikali kaksi monikulmiota halutaan todistaa yhdenmuotoisiksi, niin ne tulee ja-
kaa alla olevien kuvien mukaisesti kolmioiksi, jotka on osoitettava pareittain
yhdenmuotoisiksi. lImeisesti vasemmanpuoleiset nelikulmiot ovat yhdenmuo-
toiset. Sita vastoin oikeanpuoleiset viisikulmiot eivat ole keskendén yhdenmuo-
toiset, vaikka kaikki karkikulmat ovatkin pareittain yhté suuria molemmissa ku-
vioissa.

[T LT~

Huomautus. Mikali kartiota leikataan pohjan suuntaisella ’
tasolla, niin erottuva huippukartio on yhdenmuotoinen koko '
kartion kanssa mittakaavan ollessa k = korkeuksien suhde. a
Mikéali kartiota leikataan kahdella pohjan suuntaisella tasolla, -

niin erottuvat kaksi katkaistua kartiota eivat yleensa ole 2

olevaa leikkaustasoa siirtdmalla toinen katkaistuista kartioista
mataloituu ja toinen saa lisaa korkeutta, jolloin vain tarkalleen a
tietyssa vaiheessa katkaistut kartiot voivat olla yhdenmuotoiset.

yhdenmuotoiset. Onhan selvaa, ettd katkaistun kartion sisalla A

Esimerkki. Tarkastellaan suorakulmaista kolmiota, jonka sivut ovat 3, 4 ja 5.
Kolmion sisdan piirretddn neli6 siten, etta nelion kaksi karke& on hypotenuu-
salla ja kaksi muuta karkeé kateeteilla. Maaritetaan nelion sivun pituus x.

Kolmion hypotenuusan vastainen korkeus- 2.4-x
jana h saadaan ratkaistua lausumalla kolmion
ala kahdella eri tavalla:

0.5-5-h=05-3-4 < h=24. X
kk-lauseen mukaan huippukolmio on
yhdenmuotoinen koko kolmion kanssa. 5
Niinp& kolmioiden kantojen suhde on
yhté suuri kuin korkeuksien suhde eli

X _2.4-X _qo_ _12 |
5 52 & 24x=12-5x & X 7 1.6

3 X 4

N
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Tehtavia

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

Maaritd maapalstan todellinen koko, kun

v) palstan ala on 5.6 cm” sellaisella kartalla, jossa luonnossa 220 m pitk&
tie nékyy 44 mm mittaisena.

a) palstan ala on 0.03 m” sellaisella kartalla, jossa luonnossa 22 m pitka
tie nakyy 110 mm mittaisena.

Hopeapallo, jonka halkaisija on 123 mm, sulatetaan ja valetaan v) 27
a) 1000 b)8 c)64 d)4 yhta suureksipalloksi. Maarita pikkupallojen
halkaisija paassalaskuna mikali mahdollista.

Paljonko kultaa kuluu

v) 123000 kg painavan pronssipatsaan kultaamiseen, jos samasta prons-
sista tehdyn ja 123 kg painavan pienoismallin kultaamiseen yhta vahvalla
kerroksella kuluu 246 g kultaa?

a) 64 kg painavan pronssipatsaan kultaamiseen, jos samasta pronssista
tehdyn ja 1 kg painavan pienoismallin kultaamiseen yhta vahvalla kerrok-
sella kuluu 21 g kultaa?

b) 270 kg painavan pronssipatsaan kultaamiseen, jos samasta pronssista
tehdyn ja 10 kg painavan pienoismallin kultaamiseen yhta vahvalla ker-
roksella kuluu 32 g kultaa?

Patsaasta, jonka korkeus on 2 m, pinta-ala 10 m? , tilavuus 2 m® ja massa
16000 kg, tehddan samasta materiaalista ndkdispatsas mittakaavassa

v) 1:10 a)1:2 b)1:5 c)1:20 d)2:1. M&aritd ndkdispatsaan korke-
us, pinta-ala, tilavuus ja massa.

Suorakulmaisen kolmion sis&én on piirretty

kuvan mukainen suorakulmio, jonka kanta on 234
v) kolme a) nelja kertaa korkeuden suurui-

nen. Maarita suorakulmion sivut.

567

Kolmion kanta on 555 mm ja korkeus on 444 mm. Kannan suuntainen
suora jakaa kolmion kahteen osaan siten, etta kannan puoleisen osan
pinta-ala on v) 8 a) 15 kertaa huippukolmion ala. Kuinka pitka jana
leikkaussuorasta jaa kolmion sisaan? Maarita kannan ja leikkaussuoran
valinen kohtisuora etaisyys.

Maarita kuvien tuntemattomat osat. Kyseessa on kolme eri kuviota.

V) a) b)
2y, Moss 2 o Joas 2 5 foss
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5. KULMAN MITTAAMINEN

Kulman suuruus voidaan mitata astelevyn avulla tutkimalla, montako asteen

suuruista sektoria mahtuu kulman sisaan. Tavallisesti kulmayksikkéna kayte-

taan astetta, joka saadaan jakamalla suorakulma 90 yhta suureen osaan. Jat-

kossa me kaytdmme tarvittaessa lahinna asteen desimaaliosia, vaikka perin-

teellisesti aste onkin jaettu 60 minuuttiin ja minuutti edelleen 60 sekuntiin:
1°=60"=60-60" = 3600"

Esimerkki. Muunnetaan annettu kulma desimaalimuotoon

oapEqr _ (19 34 . 56 o _ o
12°34'56" = (12 + 30+ 220-)° = 12.5822° .

Esimerkki. Lausutaan annettu kulma minuuttien ja sekuntien avulla
65.4321° =65°+0.4321-60" = 65° + 25.926'
=65°25"+0.926- 60" = 65°25' + 55.56" ~ 65°25'56"
Saman saa Tl-laskimen komennolla 65.4321°>DMS . 65°25'56"

Maanmittaustekniikassa kulmayksikkona kaytetadn uusastetta eli graadia eli
goonia, joka on suorankulman sadasosa.

Matematiikan teoreettisiin tarkasteluihin seka differentiaali- ja integraalilasken-
taan parhaiten soveltuva kulmayksikk® on radiaani. Radiaania kaytettdessa
kulman suuruuden mittaus palautetaan pituuden mittaamiseen seuraavasti.

Maéaritelma. Kulman « suuruus radiaaneina saadaan

piirtamalla kulman karki keskipisteena ympyra ja r
mittaamalla sek& ympyran sade r ettd ympyrasta kulman

kylkien valiin jadvan kaaren pituus b. Maaritella&n b

b

a==
r

Esimerkki. A5-kokoiselle arkille tulostettuna edella olleen kulman suuruus

saadaan seuraavin mittauksin ja laskuin

_b _27mm _
r 19 mm

Selvyyden vuoksi tulos esitetaan usein myos muodoissa 1.4 rad , 1.4" tai 1.4°.

Tunnus © on lyhenne sanoista circular unit.

[EEN
I

(24
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Laskimessa Tl Nspire CX CAS kaytetaan astemoodissa radiaanin tunnuksena
symbolia ". Radiaanimoodissa radiaanin tunnus on luonnollisesti tarpeeton.

Huomautus. Koska yhdenmuotoisissa kuvioissa vastinviivojen suhde on va-
kio, niin edella maaritelty kulman suuruus on luonnollisesti rippumaton piirre-
tyn ympyrén sateesta. Jos naet ympyran sade piirrettaisiin k-kertaisena, niin
kaarenkin pituus tulisi k-kertaiseksi ja kulmalle « saataisiin supistamalla sama
arvo kuin edella.

Huomautus. Koska kulman maaritelman mukaisesti b=2xr

taysi kulma = 360° = % = 277 = 2z radiaania,

niin tata yhtaléa sopivasti jakamalla saamme seu-
raavat riippuvuudet, jotka kannattaa opetella ulkoa:

360° =27 rad 180° = 7 rad 90° = % rad 60° = % rad
o_T o_ T o_ _TT_
45° = 7] rad 30 6 rad 1 180 rad

1rad=180° 15730
V4

Esimerkiksi kiertoliikett& tutkittaessa tarvitaan taysikulmaa suurempiakin kul-
mia, silla kierron pyérahdyksen suuruus voi olla useampiakin kierroksia. Myos
kierron suunta on monesti huomioitava ja se tapahtuu kayttamalla suunnattua
kulmaa: Toinen kiertosuunnista valitaan positiiviseksi ja toinen negatiiviseksi.
Matematiikassa tavallisessa xy-tasossa olevaa kulmaa pidetd&n positiivisena,
mikali kulma syntyy vastapaivaan tapahtuvassa kierrossa. My6tapaivaan ta-
pahtuvassa kierrossa syntynytta kulmaa pidetaan negatiivisena. Kulman synty-
suunta ilmoitetaan kuvassa nuolen avulla.

Esimerkki. Alla olevissa kuvissa kulmien suuruudet ovat
a ~ 45° Lf~-90°, y=450° ja & =~-450°.

- B é}’ i)

Kaytannon arkielamassa kulma ilmoitetaan aina positiivisena.
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Maaritelma. Suljetun kartiopinnan rajoittamaa avaruuden osaa sanotaan ava-
ruuskulmaksi.

Esimerkiksi ympyrékartion ja pyramidin huippuun liittyy

tietty avaruuskulma, samoin kuution jokaiseen karkeen.
Tallaisen avaruuskulman suuruuden mittaaminen "astelevyn”
tapaisella laitteella on kaytdnnéssa mahdotonta johtuen
avaruuskulman "muodosta”, joka voi olla millainen tahansa.

Avaruuskulman @ mittaaminen palautetaankin pallon sateen ja avaruuskul-
maa vastaavan pallonpinnan alan mittaamiseen tavalla, joka vastaa tasokul-
man maaritelmaa radiaaneina ympyran séateen ja kulmaa vastaavan kaaren
pituuden avulla:

Avaruuskulman karki keskipisteena piirretdan (tai ajatellaan
piirrettavaksi) pallo, josta mitataan (tai lasketaan) séde r ja
avaruuskulman sisdéan jaavan pallonpinnan osan pinta-ala A.
Lopuksi avaruuskulman suuruudeksi maaritellaan

o=4

I,2

. 2 . s s
Huomautus. Taysi avaruuskulma = 47’; = 47, silla tayden avaruuskulman
r
sisaan jaa koko r-sateisen pallon pinta 4zr?*. Selvyyden vuoksi avaruuskulman

yksikkoa sanotaan steradiaaniksi, vaikka se maaritelman mukaan on m*/m?=1.

Esimerkki. Kuution karkeen liittyva avaruuskulma on 4z/8=x/2 steradiaania,

koska kahdeksan tallaista avaruuskulmaa sopivasti laitettuna muodostaa yh-
dessa tayden avaruuskulman.

Vaikka tasokulma ja avaruuskulma ovat aivan eri kasitteitd, niin kannattaa
huomata, etté tasossa olevan suorankulman suuruus on yhta suuri kuin huo-
neen nurkassa olevan avaruuskulman suuruus: z/2=7x/2. Seka tasokulman

ettd avaruuskulman suuruudet on méaritelty tiettyina suhdelukuina ja molem-
mille edella tarkastelluille "suorille” kulmille nAma suhdeluvut ovat yhta suuret.

Huomautus. Edellda maaritelty avaruuskulman suuruus on rippumaton kayte-
tyn pallon séateesta.

Esimerkki. Lasketaan sen avaruuskulman suuruus, jossa Ll

paivantasaaja "nakyy” pohjoisnavalta. / \

Tavallisin virhe lienee, etta joko koko etelaisen pallonpuoliskon

pinta-ala tai paivantasaajan maarittaman poikkileikkaus ympyran v
pinta-ala jaetaan kuvan mukaisen sateen r neli6lla.
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Avaruuskulman maaritelmassa tarkasteltavan osamaaran osoittajassa on kui-
tenkin se ala, joka ja& kulman karki keskipisteena piirretysta r-sateisesta pal-
losta avaruuskulman sisaan. Tata palloa ei edes ollut edellisessa kuvassa.

Avaruuskulman sisdan jddvana alueena onkin
viereisen kuvan mukaisen kuvitellun ison pallon
viivoitettu "matala” kalotti alaltaan A =2zrh.

Koska R =r/+2 ~0.7071r jah=r —R ~0,2929r,
niin A = 2zrh ~ 1.840r?. Avaruuskulmaksi saadaan

o= A2 =1.84 sr. Kyseinen avaruuskulma on siis
2 =—=

vahan huoneen nurkassa olevaa avaruuskulmaa /2 =~ 1.57 suurempi.

Tehtavia

5.1 Piirra ja muunna asteiksi kulmat

T o, 3m _ 7T _ o e _
71,3, 27, 5 o 47,1rad, 2", 1°, -3.

5.2 Muunna radiaaneiksi 90°, 150°, —45°, 270°, —-360°, 36°, 720°, 135°, 180°.

5.3 Esité tulokset kolmion, nelikulmion ja n-kulmion kulmien summalle radi-
aaneina. Maarita kuusikulmion tuntematon kulma, jos siita tunnetaan
kulmat 1.47,1.68, 1.89, 2.10 ja 2.31 radiaania.

5.4 Piirrd viivoitinta, pituusmittaa ja astelevya kayttaen nelikulmio ABCD, kun

AB =BC =4cm, <A = % <B = 2?” ja <C :%. (Muunna kulmat ensin

asteiksi.) Mittaa nelikulmion tuntemattomat sivut ja laske <D kayttaen
nelikulmion kulmien summaa.

5.5 Maarita piirtamalld, pituuksia mittaamalla ja nelilaskimella laskemalla
ruutupaperille piirtdmasi kolmion O(0,0)X(12,0)A(8,7) kulmien suuruudet
radiaaneina. Muunna tuloksesi laskemalla asteiksi ja suorita tarkistus
astelevylla mittaamalla.

5.6 Kuinka suuressa avaruuskulmassa taivas nakyy aavan meren pinnalta?
5.7 Kuinka monta prosenttia steradiaani on taydesta avaruuskulmasta?

5.8 Tarkastellaan suoraa ympyrékartiota, jonka korkeus on 2.34 m ja pohja-
ympyran sade on v) 3.21m a) 1.23 m. M&arita kartion huipussa ole-
van avaruuskulman suuruus.

5.9 Maarita suoran ympyrakartion symmetria-akselin ja sivuviivan valinen
kulma, jos kartion karjessa oleva avaruuskulma on v) 3.00 a) 2.00
steradiaania.
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6. TRIGONOMETRISTEN
FUNKTIOIDEN MAARITELMAT

Maéritelma. Terdvan kulman « trigonometriset
funktiot maaritelladn kuvanmukaisen suora-
kulmaisen kolmion avulla:

Sina = % = vastaisen kateetin suhde hypotenuusaan
CoSa = % = viereisen kateetin suhde hypotenuusaan
tana = % = vastaisen kateetin suhde viereiseen kateettiin

Na&ita kaavoja voidaan kayttad suorakulmaisen kolmion tuntemattomien sivu-
jen tai kulmien laskemiseen.

Mikéali kolmio ei ole suorakulmainen tai kolmion suorakulmaisuudesta ei olla
varmoja, niin naita kaavoja ei saa kayttaa kolmion osien maarittamiseen!

Koska trigonometriaa halutaan kayttaa myos vinokulmaisten kolmioiden rat-
kaisemisessa seka pydrimis- ja aaltoliikkeen tutkimisessa, niin jatkossa laa-
jennamme trigonometristen funktioiden méaaritelman koskemaan kaikkia suun-
nattuja kulmia, myos negatiivisia ja sellaisia, jotka ovat suurempia kuin 90° tai
jopa suurempia kuin 360°.

Suunnatun kulman trigonometrisié funktioita maariteltaesséa kulma asetetaan
koordinaatistoon siten, etta kulman karki on origossa ja alkukylki positiivisella
x-akselilla. Kulmaa sanotaan ensimmaisen, toisen, kolmannen tai neljannen
neljanneksen kulmaksi sen mukaan, mihin neljannekseen kulman loppukylki
osuu.

Esimerkki. Viereisessa kuvassa 1 1 |
a ja p ovat 1. neljdnneksen kulmia, é’ a I
kun taas y ja ¢ ovat neljannen - N 4

: 1 vV m |5 I
neljdnneksen kulmia.
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Trigonometrinen yksikkdympyra tarkoittaa
origokeskista 1-sateista ympyraviivaa, jolla olevien
pisteiden (X, y) koordinaatit toteuttavat yhtalon

x> +y* =1

y
/T X.Y)
]
y X

Maaritelma. Mielivaltaisen kulman « trigono-
metriset funktiot maaritellaan edella kuvatulla
tavalla asetetun kulman o loppukyljen ja trigono-
metrisen yksikkdympyréan leikkauspisteen A(X,y)
koordinaattien avulla seuraavasti:

Sina =y
CoOSa = X
tan o _Y

X

ts.

A(X.y)
y|=sina
o X

/’;
N

X=COS« |1

sina on yksikkdympyrélla olevan leikkauspisteen pystykoordinaatti.
cos a on yksikkoympyrélla olevan leikkauspisteen vaakakoordinaatti.

Huomautus. Jos « on terava kulma, niin nyt esitetty maaritelma on yhtapitava
suorakulmaisen kolmion avulla esitetyn maaritelman kanssa. Matematiikassa
pyritaankin kaikki maaritelmien laajennukset tekemaan aina niin, ettd ne ovat
sopusoinnussa aikaisempien maaritelmien ja niista johdettujen tulosten kanssa.

Huomautus. Viereisen kuvan yhdenmuotoisten
kolmioiden perusteella tan « saadaan myds trigo
metriselle ympyralle piirretyn pystysuoran sivuajan

no-

x =1 ja kulman « loppukyljen jatkeen leikkauspisteen

Q pystykoordinaattina, silla

_Y Yo _
tana—x—l Yo -

Tulos on voimassa kaikissa neljanneksissa.

A/ |Q
y\ Yo
(04
X 1
x=1

Huomautus. Joskus kaytetaan myos funktioita sekantti, kosekantti ja kotan-

gentti, joiden maaritelmat ovat

seca=1 , coseca=1 ,
X y

cotg =X

Ojalain laskuopit
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Esimerkki. Maarita trigonometristen funktioiden maaritelmia kayttaen piirta-
malla, mittaamalla ja nelilaskimella seuraavien lausekkeiden likiarvot
a) sin130° b) cos(-500°) c¢) tan(—30°) .

Ratkaisu. Valitaan yksikoksi 20 mm.

Piirretdan yksikkdympyra ja asetetaan
suunnatut kulmat koordinaatistoon sovi-
tulla tavalla. Koska —500° =-360°-140°,
niin b-kohdan kulma on 140 astetta paalle
tayden kierroksen negatiiviseen suuntaan.

Huomioimalla yksikon pituus saadaan

a) sin130°=y, ~ %56 M + 0,75
b) cos(-500°) = x, ~ —zlof’ﬁ ~-0.75
y -10 mm
¢) tan(-30°) =S~ —= 20mm _ 59
¢ 20 mm

tai helpommin toisin

tan(-30°) = y, = —2102% ~-0.60

Trigonometristen funktioiden arvot saadaan tietenkin tarkemmin ja katevam-
min laskimesta.

Trigonometristen funktioiden merkit eri neljanneksissa ovat:

+ | + 1+ 0
_ - T e
sini kosini oy
= pystykoordinaatti y _ vaakakoordinaatti x ~ @ngentti = <

Huomautus. Trigonometristen funktioiden keskeiset ominaisuudet saadaan
paateltya ajattelemalla kulman « loppukyljen ja trigopnometrisen yksikk6ympy-
ran leikkauspisteen A liikkumista yksikkdympyran kehélla kulman « kasvaessa.

1. Trigonometriset funktiot ovat jaksollisia 360 asteen eli 2z radiaanin valein,
koska talloin piste A on kiertanyt trigonometrisen ympyran kertaalleen ja tu-
lee uudelleen samaan kohtaan.

2. Tangenttifunktion lyhin jakso on 180° eli # radiaania, koska puolen kierrok-
sen vélein kulman « loppukylki ja sen jatke osuvat paallekkain ja leikkaavat
yksikkbympyran pystysivuajaa samassa pisteessa Q.
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3. Koska pisteen A molemmat koordinaatit ovat valilla -1 ... 1, niin sini- ja
kosinifunktio saavat arvoja vain kyseiselta valilta -1 ... 1.

4. Koska kulman « kasvaessa —90 asteesta 90 asteeseen (eli —z/2 radiaa-
nista /2 radiaaniin) piste A nousee korkeudelta y =-1 korkeudelle
y =1, niin sinifunktio on valilla [-90°, 90°] kasvava saaden kaikki mahdolli-
set arvonsa tarkalleen kerran.

5. Koska kulman a kasvaessa nollasta 180 asteeseen (eli nollasta ~ radiaa-
niin) piste A lilkkkuu vaakasuunnassa kohdasta x =1 kohtaan x =-1, niin
kosinifunktio on valilla [0, 180°] vAheneva saaden kaikki mahdolliset arvon-
sa tarkalleen kerran.

6. Koska kulman « kasvaessa —90 asteesta 90 asteeseen (eli —z/2 radiaa-
nista /2 radiaaniin) piste Q nousee darettoman alhaalta darettéman ylos,
niin tangenttifunktio on valilla 1-90°, 90°[ kasvava saaden kaikki reaali-
arvot kertaalleen.

Edella esitetyt trigonometristen funktioiden ominaisuudet nakyvéat hyvin trigo-
nometristen funktioiden kuvaajissa, jotka esitetdan luvussa 9.

Tehtavia

6.1 Maarita maaritelmaan perustuen piirtamalla, mittaamalla ja laskintasi neli-
laskimena kayttden kulman —600° trigonometristen funktioiden arvot.
Tarkista tuloksesi funktiolaskimella.

6.2 Piirrd esimerkki kulmasta, joka on a) negatiivinen 2. neljanneksen kulma
b) positiivinen 3. neljanneksen kulma.

6.3 Arvioi sin23°, cos 2.3' ja tan%[ silmamaaraisesti kuvan avulla. Tarken-

na arviosi laskimella, jolla lasket lisaksi cot135° sec60° ja cosec%.

6.4 Mieti maaritelman perusteella, miten muuttuu
V) sina, kun a kasvaa 270 asteesta 450 asteeseen,
a) sSina, kun a kasvaa 90 asteesta 270 asteeseen,
b) cosa, kun o kasvaa 180 asteesta 360 asteeseen,
Cc) tanea, kun a kasvaa 90 asteesta 270 asteeseen.

6.5 Hae kuvan avulla kaikki ne kulmat, joilla on sama
v1l) sini kuin kulmalla —78°
v2)  kosini kuin kulmalla 21°
v3) tangentti kuin kulmalla —42°
a) sini kuin kulmalla 21°,

b) sama kosini kuin kulmalla —34°,
C) sama tangentti kuin kulmalla 56°.
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7. ARKUSFUNKTIOISTA

Trigonometristen funktioiden k&é&nteisfunktioita kutsutaan arkusfunktioiksi.
Niiden nimet voidaan tulkita seuraavasti:

arcsin x on kulma, jonka sini on x

arccos x on kulma, jonka kosini on x

arctan x on kulma, jonka tangentti on x.

Koska trigopnometriset funktiot saavat mahdolliset arvonsa aarettéman monella
eri kulman arvolla, niin arkusfunktioiden yhteydesséa on yksikasitteisesti maari-
teltdva, mita naista kyseisista kulmista tarkoitetaan.

Tama tapahtuu valitsemalla arkusfunktion arvo sellaiselta mahdollisimman
mukavalta valilta, jolla vastaava trigonometrinen funktio saa kaikki arvonsa
kertaalleen.

Edellisessé pykéalasséa totesimme, ettd sini saa mahdolliset arvonsa kertaal-
leen suljetulla valilla [-90°, 90°], joten funktion arcsin x arvo voidaan valita
yksikasitteisesti talta valilta. Vastaavasti arccos x :n arvo saadaan yksikasittei-
sesti suljetulta valilta [0, 180°] ja arctan x :n arvo avoimelta valilta ]-90°, 90°] .

Nain voimmekin maaritell& arkusfunktiot yksikasitteisind funktioina seuraavasti:

Maéritelméa.
arcsinx on se valin [ -90°, 90°] kulma, jonka sinion x, —1<x<1
arccos x on se valin [0°, 180°] kulma, jonka kosinion x, —1<x<1
arctanx on se valin ] —90°, 90°[ kulma, jonka tangentti on x, x € R.

Huomautus. Arkusfunktioiden tunnuksina laskimissa on usein merkinnéat

sin" x, cos™x ja tan™x, joissa ylaindeksi " tarkoittaa "kantafunktionsa”
kaanteisfunktiota eika suinkaan kantaluvun negatiivista potenssia.

Edella olleet merkinnat luetaan esimerkiksi "arkussini x” tai "’kaanteissini x”.
Laskimen moodiasetus maaraa sen tulostaako laskin arkusfunktion arvon as-
teina vai radiaaneina.

Joissakin ohjelmointikielissa ja taulukkolaskentaohjelmassa Excel arkus-
funktioiden lyhenteet ovat asin, acos ja atan.
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Esimerkki. Maarita asteina kaikki ne kulmat «, jotka toteuttavat ehdon
sina = —0.5 . Tehtava ratkaistaan seuraavassa ilman laskimen solve-
komentoa eli laskinta kaytetaan vain perinteellisena funktiolaskimena!

Eras etsitty kulma on ¢, = arcsin(-0.5) = -30° l6ydetaan esimerkiksi Tl-
laskimella nappailemalla sin*(-0.5) astemoodissa. \

Muut kulmat on paateltava hakemalla ne kulmat, joiden
yksikkdympyrélla oleva leikkauspiste on korkeudella —0.5.
Sita varten piirramme korkeudelle y = -0.5 suoran, —
joka leikkaa yksikkdympyraa kahdessakin pisteessa. \ -150° /
Oikeanpuoleisen leikkauspisteen kautta kulkee esi- N?o.s
merkiksi kulman —30° loppukylki sek& tasta kulmasta
taysia kierroksia lisddmalla saatavien kulmien loppukyljet.
Toinen kulmaryhma |loydetadn symmetrisesti y-akselin vasemmalta puolelta.

Vastaukseksi saadaan siis kaksi kulmaryhmaa, kummankin jaksona 360°:

a, =-30°+n-360°

issdne’
a, = —-150° + n - 360° , MISSa N €

Vastaus: {

Jatkossa tdssa monisteessa noudatetaan varsin yleisesti kaytettya sopimusta,
mink& mukaan trigonometrisen yhtalon jaksollisessa ratkaisussa esiintyva kir-
jain n tarkoittaa mielivaltaista kokonaislukua ilman erillista mainintaakin.

Edellisen vastauksen voi esittda myds muodoissa
{al =330° + n-360° ai {al =690° + n-360° i
a, =210°+n-360° a, =570°+n-360°
Vaikka viimeksi kirjoitettu vastaus on oikea, niin se ei ole suositeltava, silla va-
kiintuneen tavan mukaan kulmaryhma lausutaan tavallisesti joko itseis-

arvoltaan mahdollisimman pienen kulman avulla tai mahdollisimman pienen
positiivisen kulman avulla.

Esimerkki. Maaritetaan asteina kaikki ne kulmat ¢, Y4
jotka toteuttavat ehdon cos«a =—0.8 . N

Eras tallainen kulma on ¢, = arccos(-0.8) =143.1°

Muut kulmat on taas paateltava trigonometrisen ympyran
avulla. Jalleen saadaan kaksi kulmaryhméaa, jotka voidaan
kuitenkin esittaa kerralla: $

Vastaus: o = +143.1°+ n-360° .

Vastaus voitaisiin esittdd myds positiivisten peruskulmien avulla muodossa
a, =143.1°+n - 360°
o, =216.9°+n-360°
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Esimerkki. Maarita asteina kaikki ne kulmat «, joille tana = —-0.75.

Laskimella saadaan eras sopiva kulma ¢, = arctan(—0.75) = -36.9°.

Ajattelemalla tangenttifunktion arvon maarittamista
yksikkGympyran pystysuoralla sivuajalla olevan
leikkauspisteen avulla on selvaa, etta kaikki mah-
dolliset kulmat ovat muotoa « =-36.9°+n-180°.

Vastaus voitaisiin esittdd myds positiivisen perus-
kulman avulla muodossa « =143.1°+n-180°.

Vastauksen antaminen kahden kulmaryhman avulla
{al =-36.9°+n-360°

o, —143.1° + n - 360° on myds oikein, mutta tyolaampaa kuin edelliset.

Huomautus. Edelld olleet yhtalot voidaan ratkaista alkuperaisessa muodos-
saan my0s laskimen solve-toiminnolla, jolloin vastaukseksi saadaan kulma-
ryhmat, jotka sopivasti aukikerrottuina vastaavat edella olleita ratkaisuja.

Esimerkki. Laskimen Tl komennolla solve(sin(x) =-0.5,x) saadaan aste-
moodissa
- tarkat ratkaisut x =30-(12-n1+7) or x=30-(12-n1l-1), missa nl edus-

taa mielivaltaista kokonaislukua. Suorittamalla luvulla 30 kertominen saa-
daan edellisella sivulla ollut vastaus.

- likimaaréaiset ratkaisut x =360-(n2+0.58333) or x =360-(n2-0.08333).
Aukikertomalla saadaan jalleen aikaisempi vastaus.

Esimerkki. Ratkaise yhtalo sin(3x +15°)=-0.5.

Merkitsemalla 3x +15° =« saadaan helpompi yhtalé sinae =-0.5.
Tamén ratkaisu on aikaisemman esimerkin mukaan { <* ~ 30 :n 360 o -
a, =—-150°+n-360

Jos tahan sijoitetaan kulman « lauseke, niin
siirretdan
3x, +15°=-30°+n-360° Va"‘g’m“ 3x, =-30°-15°+n-360°
?:uX2 +15°=-150°+n-360° jotka yhdistetzzn 3X2 =-150°-15°+n-360°

jaetaan

kertzi:n;ella Xl =-15°4+n-120°
X, = -55°+n-120°

Yhtalon saa tietenkin laskimella helpommin ratkaistua. Laskinratkaisussa pe-
ruskulman —55¢ tilalle mahdollisesti tuleva kulma 65°antaa kuitenkin samat
kulmat, koska ratkaisu on jaksollinen 120 asteen véalein ja —55°+120° = 65°.
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Huomautus. Laskin ei pysty aina hakemaan hankalan trigopnometrisen yhta-
|6n tarkkaa yleista ratkaisua. Talloin tilannetta voi tarkastella graafisesti tai liki-
maaraisessa tilassa. Ratkaisun etsimista voi viela kohdentaa joko alkuarvausta
tai with-operaattoria | kayttaen.

Huomautus. Trigonometrinen epayhtal6é voidaan usein ratkaista laskimen
solve-komennolla tai graafisesti kuten muutkin epayhtalot.

Yksinkertaisen trigonometrisen epayhtalon ratkaisemisessa voi kayttaa apuna
myos trigonometrista yksikkdympyréaa seuraavan esimerkin mukaisesti.

Esimerkki. Ratkaise sin(2«) > 0.5 y
Merkitdan 2« = B. Epayhtalon sin 8> 0.5 ratkaisuja /_

ovat kaikki ne kulmat g, joiden loppukyljen ja yksikko- 32:0-5
ympyran leikkauspiste on vahintaan korkeudella 0.5 . 150 40°
Sopivia 1. kierroksen kulmia ovat 30° < g <150°. 1

Kaikki mahdolliset kulmat g ovat
30°+n-360° < B <150°+ n-360°.
Koska f =2, niin 15°+n-180° < o < 75°+ n-180°

Tehtavia

7.1

7.2

7.3

7.4

Ratkaise seuraavat yhtalot asteissa seka laskimen solve-komentoa
kayttaen ettd laskinta perinteellisena funktiolaskimena kayttaen

a) sina =-0.34 b) cosp = —% c) tany=-15

Ratkaise seuraavat epayhtalét trigonometrista yksikkdympyraa kayttaen
ilman laskinta. Tarkista vastauksesi laskimen solve-komentoa kéayttaen

a) sinag > sin3C° b) cos g < cos?20° c) tany > tan25°
d) siné < sin(z?”) e) cose > cos% f) tang < tan%

Ratkaise seuraavat yhtalot ja epayhtalét seka laskimen solve-komentoia
kayttden ettd ilman laskinta.

a) sin(3x + %) = sin% b) cos(2x —30°) = cos 60°

c) tan(3x+%):tan% d) sin(2x + 40°) > sin30°

e) cos(3x — %) <cosZ f) tan(4x +30°) >tan(-20°)

3
Merkitse yksikkbympyrélle ne pisteet, joihin liittyvan kulman « sini on
a) yhta suuri b) suurempi  kuin saman kulman kosini. Esita ratkai-

sut myds matemaattisena lausekkeena jaksoineen. Tarkista laskimella
ratkaisemalla sopiva (epa)yhtalo.
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8. TRIGONOMETRISIA KAAVOJA

Koska cosa ja sina ovat maaritelman mukaan tietyn trigonometrisella
yksikkdympyrélla olevan leikkauspisteen x- ja y-koordinaatit, niin ne toteuttavat
kyseisen ympyran yhtalén x* +y? =1, joten (cosa)® +(sina)* =1 . Termi-
en jarjestysta vaihtamalla saadaan seuraava lause.

Lause. sin ¢ +cos’ a =1

Huomautus. Edelld on vakiintuneen tavan mukaisesti kaytetty luettavaan

tekstiin soveltuvaa lyhennettya merkintatapaa (sina)" =sin" o. Tama lyhen-
netty merkintatapa ei kuitenkaan yleensé sovellu laskimiin ja tietokoneohjel-
miin, vaan esimerkiksi T1-89:ss& on kirjoitettava sin(«) ~ n tai vielakin sel-
vemmin (sin(a)) *n. Laskimessa Tl-nspire cx CAS voi sopivaa lausekepohjaa

n

kayttaen kirjoittaa myos sin(a)" tai vielakin selvemmin (sin(«))

Suoraan trigonometristen funktioiden maaritelmésta saadaan myaos

_ Sina
Lause. ane = o

Huomautus. Myds harvinaisemmat trigonometriset funktiot voidaan lausua tu-
tumpien avulla seuraavasti:

seca=—~_ ., coseca=—L— , cotq=—L —COSa
COS & Sina tana Sina

Ajattelemalla kulmien a ja —a sijaintia seka kulman Y1 Q

. : - e I A
trigonometristen funktioiden maaritelmié yksikko-
ympyrélla olevan leikkauspisteen koordinaattien avulla )
saadaan seuraavat tulokset — %
sin(-a) = A':n y-koordinaatti =—(A:n y-koordinaatti)=—sina

cos(—a) = A":n x-koordinaatti = A:n x-koordinaatti =cosa ANg

tan(-az) = Q:n y-koordinaatti =—(Q:n y-koordinaatti)=—tana

Nama voidaan esittda seuraavana lauseena:
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sin(-a)=-sina ts. Sini on pariton funktio.
cos(—a)= cosa  ts. Kosini on parillinen funktio.
tan(-a) = —-tana ts. Tangentti on pariton funktio.

Lause.

Suorakulmaisesta kolmiosta ndhd&&n komplementtikulmia koskevat kaavat:

Lause. cosa =sin(90° - ) c @
sina =c0s(90° - ) b
90° -«
Kulman kosini= komplementtikulman sini a
ts. Kulman sini= komplementtikulman kosini
Todistus. cose — N Vvierkateetti _ b _ (90°—a):n vastkateetti _ sin(90° - )
hypotenuusa ¢ hypotenuusa
sing — &N vast.kateetti _ a _ (90°—a)n vier.kateetti _ c0S(90° - 1)
hypotenuusa C hypotenuusa

Lause on voimassa kaikille kulmille, vaikka edell& rajoituttiinkin teraviin kulmiin.

Huomautus. Jos komplementtikulmia koskevaan toiseen kaavaan kaytetaan
kosinin parillisuutta ( ts. cos(90° — a) = cos(a — 90°) ), niin kaava saa muodon

sina = cos(a —90°)

Taman tuloksen mukaan sini- ja kosinifunktioilla on 90 asteen suuruinen
vaihe-ero: sen arvon, jonka sinifunktio saa kohdassa «, kosinifunktio
saa jo 90 astetta aiemmin kohdassa « - 90°.

Seuraavaksi tarkastelemme ns. yhteen- ja vahennyslaskukaavoja:

Lause. sin(e¢ + f)=sina -cos f+cosa -Sin
sin(e¢ — f)=sina -cos f—cosa-sin
cos(a + f)=cosa-cosf—sina-sin g
cos(a — ff) =cosa -cos B +sina -sin

tana +tan g

tan(a + f) =
(@ h) l1-tana -tan g
tan(e — B) = tana —tan g

l+tana -tan g

Huomautus: Yo lausekkeita ei saa hajottaa auki minkaanlaista "osittelulakia"

soveltaen, ts El ole sin(@EA=siraEsing .
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Todistus. Todistamme ensin YA
sinin yhteenlaskukaavan ] B
siina tapauksessa, etta 1
a, Bja a+ B ovat kaikki

1. neljanneksen kulmia.

Viereiseen trigopnometriseen
yksikkOympyréaan on piirretty
kulman « loppukylki OA seka 1
kulman o+ / loppukylki OB.

cosa-sing
2.
=
e

sina-cosf /
>

Jana BC on piirretty kohtisuoraan G
sadetta OA vastaan. Lopuksi on
piirretty pystyjanat BD ja CE a+ﬂ SB
seka vaakajana CG. C(L

\\%

Pisteeseen B syntynyt kulma o) D E 1
<«<DBC = «xAOx = « , Silla naiden
kahden teravan kulman saman-

nimiset kyljet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Sinifunktion méaaritelman perusteella
sin(a + f) = pisteen B pystykoordinaatti=BD =BG+ GD = BG+CE.

Koska suorakulmaisen kolmion OBC hypotenuusa = 1 ja kérjessa O on terava
kulma g, niin kolmion kateetit ovat BC =sing ja OC =cosf kuten ku-
vaankin on merkitty.

Kolmiosta BCG saadaan BG =BC-cosa =sinf-cos«a .
Vastaavasti kolmiosta OEC saadaan CE =OC -sina =cosf-sina .
Siis
sin(a+ f)=BG +CE =singf - cosa + COSf - Sina = Sinx - CoSB + cosx - Sing
kuten vaitettiinkin.

Vaikka edella rajoituttiinkin teraviin kulmiin, niin voidaan osoittaa, etta sinin
yhteenlaskukaava on oikea kaikilla kulmilla « ja g.

Sinin vdhennyslaskukaava saadaan yhteenlaskukaavasta muuttamalla vahen-
nyslasku vastaluvun lisdamiseksi:

: _ w _ vahennyslasku muutet-
sin(a - f) = sin(a + (-5)) tiin yhteenlaskuksi
kaytettiin sinin
yhteenlaskukaavaa

kaytettiin parillisuutta/
parittomuutta

=sina - cos(—f) + cos « - sin(—f3)

=Sina -CcoS f+cosa -(—sin f)

=Sina-cos f—cosa-sinf
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Kosinin vdhennyslaskukaava saadaan siirtymalla komplementtikulman siniin:

cos(a — ) = sin(90° — (& — B)) | komplementtikulman kaava
=sin((90° — ) + ) | termeja ryhmitelty
=sin(90° - a)cos f sinin yhteenlaskukaava

+c0s(90°-a)sin
=COSaCcosf+sinasinf \ komplementtikulman kaavat

Kosinin yhteenlaskukaava saadaan jalleen vastaluvun vahennyslaskun avulla:
cos(a + B) = cos(a — (—p)) = cos a - cos(—f) + sina - sin(—f3)
=C0Sa-CoSfF+sSina-(—sinf)=cosa-cosf—sina-sinf

Tangenttifunktion kaavat saadaan sinin ja kosinin vastaavien kaavojen avulla:

shla ) _sina cosyscosa-snp | SR

cos(e+8) cosa-cospBFsina-sing cosa-cos f3
Sina-goef +/(;956.3inﬁ ) sin

+ sing  SINS
cosa-cosP  cesa -cosf  cosa” cosf  tanattanp
co SP _ sina-sing 1y sine Sing 1ftana-tanp
co s7 +co:3a-cos,b’ Cosa Cospf

tan(a + p) =

Huomautus. Yhteen- ja vahennyslaskukaavat yhdistetddn usein seuraavasti

sinfa = f) =sina -cos f+cosa-sin g

cos(a+ ff)=cosa-cosfFsina-sinf
tana ttan g

l¥tana -tan g

tan(a £ f) =

missa kaavakirjoihin vakiintuneen tavan mukaan
ylemmaéat merkit vastaavat toisiaan, samoin alemmat.

Jos yhteenlaskukaavoissa merkitddn £ = «, niin saadaan ns. kaksinkertai-
sen kulman kaavat:

sin(2a) =2-sina - cos a
cos® a —sin® a

cos(2a) =< 2cos’a -1

1-2sin’ «

Lause.

2tan o
tan(2q) = =<4
(22) 1-tan® o
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Esimerkki. Esitetdan sin(3«) lausekkeiden sina ja cosa avulla.
sin(3a) =sin(2a + a) =sin(2a) -cosa + cos(2a) -Sina
=(2sina -cosa)-cosa +(cos® a —sin® ) - sina
=3-cos’a-sinag-sin®a =3-(1-sin’a)-sina —sin® a =3sina —4sin’ «

Mikali olisimme kayttaneet kaksinkertaisen kulman kosinille muita vaihtoehtoja,
niin vastaukseksi olisi tullut vastaavasti

4.cos’a-sina—sina tai 2-cos’a-sina—2-sin*a+sina
jotka molemmat voi muuttaa edelleen muotoon 3sina —4sin® o .

Esimerkki. Maarita sin «, kun tiedetaan, ettd cosao :% jatana <0

Yhtélosta sin® o +cos® o =1 saadaan
2
sinag =+y1-cos’a =+ 1—(%) = i%
Koska cosa ja tana ovat esimerkin mukaan erimerkkiset, niin

Sina =cos «a - tana < 0. Yhdistamalla nama tulokset saadaan sina = —%
Toisin. Eras ehdon cos«a =% mukainen kulma on «, = arccos(%) =67.38°.

Kaikki mainitun ehdon mukaiset kulmat ovat & = +67.38° + n - 360°.
Koska tan«a < O, niin kulman « on oltava 2. tai 4. neljanneksen kulma, joten
a =-67.38°+n-360°. Talldin sina =sin(-67.38°) = -0.923.

Jalkimmaista tapaa pidetaan yleisesti "matemaattisesti arvottomampana”, kos-
ka siind jouduttiin turvautumaan laskimella laskettuun kulman likiarvoon edelli-
sen tavan tarkkojen arvojen asemasta.

Esimerkki. Maarita tasakylkisen kolmion huippukulman sini, jos kantakulman
sinion 0.6 .
Olkoon kantakulma « , jolloin huippukulma on 180°-2¢« . Sen sini on
sin(180° — 2a) = sin(180°) - cos(2«a) — cos(180°) - sin(2«)
=0-cos(2a) —(-1) -sin(2a) =sin(2a) =2-sina - cos a

= 2-sina-(i\/l—sin2 a) | + , silla o terava
=2.0.6-41-0.6% = 0.96

Toisin. Kantakulma « =arcsin0.6 =36.87°. Arvo « =180° —36.87° ei
kelpaa, silla tasakylkisen kolmion kantakulma on aina terava. Huippukulma on
siten 180° -2 -« =106.26° ja sen sinion 0.96. Likiarvoihin turvautumien ei
kuitenkaan ole (ainakaan ylioppilaskirjoituksissa) suositeltava tapa.
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1-cos(2a)

sin(2a)
Murtolauseketta sievennetaan yleensa supistamalla osoittajasta ja nimittajasta
yhteinen tekija pois. Nain ollen meidan pitaisi saada jaettua osoittaja ja nimitta-
ja tekijoihin. Nimittajaan voi tietenkin kayttaa kaksinkertaisen kulman sinin
kaavaa. Osoittajaan taas valitaan se cos(2«):n kolmesta mahdollisesta esityk-
sestd, joka kumoaa osoittajassa olevan termin 1. Siis

1-cos(2a) 1-(1-2sina)  Z-sinfa _ sina _tan
sin(e)  2-sina-cosa 7 .Sing -cosa COSa ——

Sama tulos saadaan, kun lauseke kirjoitetaan laskimeen TI-89 ja sievennetaan
se sitten Enteria painamalla.

Esimerkki. Sievenna

K

Huomautus. Komennolla tExpand (t £ trigonometry) TI-Nspire CX CAS-laskin
hajottaa yhteen- ja vahennyslaskukaavojen mukaiset lausekkeet

] tExpand ] ]
sinflex ) &2 sina-cospf+tcosa-sing
tCollect
tExpand ) )
cos(axff) &= cosa-cospFsSina-sing
tCollect

tExpand  tan ¢ + tan
tan(etf) = -—2 B
tcollect 1F tanea -tan ﬁ

vasemmalta oikealle. Vastaavasti komennolla tCollect lausekkeet kootaan oi-
kealta vasemmalle.

Huomautus. Tl-laskimen komento tExpand esittdd radiaanimoodissa lau-
sekkeet sin(n-«),cos(n-«) ja tan(n-«) lausekkeiden sina ja cosa avulla .
Astemoodissa komento tExpand ei kuitenkaan hajota kyseisia lausekkeita.

Sopivat lausekkeista sin«a ja cosa muodostuvat lausekkeet saadaan koottua
muotoihin sin(n - «), cos(n - &) ja tan(n-«) komennolla tCollect seka aste- etta
radiaanimoodissa.

Huomautus. Sopivalla moodivalinnalla voimme vaikuttaa siihen miten pitkalle
laskin hajottaa muotoa sin(n-a+m- 3), cos(hn-a+m- ) jatan(n-a +m- f3)
olevat lausekkeet komennolla tExpand. Astemoodissa laskin soveltaa vain
yhteen- ja vahennyslaskukaavoja, kun taas radiaanimoodissa laskin kayttaa
lisdksi useammankertaisen kulman kaavoja, joista olemme esittdneet lahinna
kaksinkertaisen kulman kaavat ja esimerkissa olemme tutkineet myds kolmin-
kertaisen kulman kaavoja.
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Tehtavia

8.1 Olkoon « sellainen terava kulma, ettéa sina =0.3. Maarita ilman laskinta
mahdollisimman monella tavalla (ja tarkista laskimella)

sin(-a), sin(rz —a), sin(2z +a), ¢ os(% -a), cos(% +a).

8.2 Esita v) cos(3a) a) cos(4a) seka kasin laskien ettd laskinta hyoddyn-
taen cos(a):n lausekkeena.

8.3 PAaaéttele vieressa olevista neliosta
ja tasasivuisesta kolmiosta kulmien
30°, 45°ja 60° trigonometristen 30°
funktioiden tarkat arvot. Tulokset
kannattaa opetella ulkoa tai ainakin
kannattaa muistaa naméa apukuviot, 45° 60’ =
joista saat usein esiintyvien kulmien
trigonometristen funktioiden tarkat arvot.

Maarita sitten lausekkeiden sin75°, cos15° ja tan105° tarkat arvot ka-
sin laskien. Tarkista tuloksesi laskimella.

Vinkki: "Rakenna” tarkasteltavat kulmat tunnetuista kulmista.

2
sin(2a)
kulma « ilman laskinta yhtélosta tan« +cot @ =4 . Tarkista laskimella.

8.4 Osoita, ettd tana +cota =

Ratkaise tata tulosta hyodyntaen

8.5 Maarita laskinta kayttamatta cosa , kun tiedetaan, ettd sinae=0.6 ja
tan < 0. Tarkista tuloksesi maarittamalla laskimella ensin kulman (oi-
keammin kulmaparven) « likiarvo.

8.6 Olkoon cosa =-0.8 ja tana > 0. Maarita kulman 2« trigonometriset
funktiot kasin laskien. Tarkista tuloksesi laskimella.

8.7 Maarita tasakylkisen kolmion huippukulman kosini, jos kantakulman kosini
on v) 5/13 a) 12/13.

8.8 Todista, ettd tan¥ = SN _1-C0Sa  gnagiys: Lausu @ muodossa
2 l1l+cosa Sina

2- % ja kayta kaksinkertaisen kulman kaavoja.

8.9 Muunna ensimmaisen asteen lausekkeeksi
v) sin®(5x) a) cos’(3x) b) sin*(7x).
Opastus. Hyoddynna kaksinkertaisen kulman kosinin kaavoja.
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8.10 Sievenna tassa tehtavassa annetut lausekkeet kasin laskien ja tarkista
tulokset laskimella. Huomaa, ettd Tl-laskin ei sievenna lauseketta v1) il-
man sopivaa komentoa. Kyseinen kohta sievenee tExpand-komennolla
radiaanimoodissa, mutta ei astemoodissa.

Kohta v2) ei sievene tExpand- eika tCollect-komennoillakaan. Kohdasta
v2) kasin laskemalla saamasi vastauksen voit kuitenkin tarkistaa sieven-
tamalla alkuperaisen lausekkeen ja saamasi vastauksen erotuksen. Jos
laskin sieventda erotuksen nollaksi, niin vastauksesi on arvoltaan oikea,
mutta ei valttamatta sievin mahdollinen. Saattaa tietenkin olla, etta laskin
ei pysty sieventamaan erotusta tarkassa tilassa. Laske sellaisessa tapa-
uksessa laskimella erotuksen likiarvo muutamassa satunnaisessa koh-
dassa. Jos erotuksen likiarvo on aina hyvin pieni (esimerkiksi suuruus-
luokkaa 107**), niin nollasta poikkeaminen johtunee vain likiarvoilla las-
kemisesta ja olet muokannut lauseketta oikein, mutta taaskaan vastauk-
sesi ei valttamaéatta ole sievin mahdollinen.

v1) 1+ cos(2m) v2) 1- S|2n 74 a) sin(2a)
COSw cos” 1+ cos(2a)
1-cos® S sin(2y) 1-sind
l+cose cos(2¢) +1 1-cos(27)
g) =1 C0S¢ f) costep) +1 ) L=cos(2n)
sin® ¢ sin(2¢) sinpy
h) % i) sin®(20)+cos’(20) j) cos(2&)+sin’ & +cos” &

8.11 Olkoot o ja p sellaisia toisen neljdnneksen kulmia, joilla
S
13
paimia kayttamatta. Tarkista tuloksesi maarittamalla laskimella ensin
kulmien (kulmaryhmien) « ja g likiarvot.

|sina| =|cos g| = Laske cos(a — ) laskimen trigonometrisia nap-

8.12 Etsisellaiset kulmat « ja g, ettéa lausekkeet sin(ae+pf) ja sina+sing
ovat erisuuret. Tarkistus vaikka laskimella. Etsi myds useampia sellaisia
kulmapareja, joilla mainitut lausekkeet ovat yhta suuret.
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9. TRIGONOMETRISTEN
FUNKTIOIDEN KUVAAJAT

Seuraavassa trigonometristen funktioiden argumenttia merkitddn symbolilla x,
kuten matematiikassa on yleensa tapana. Ellei toisin ilmene, niin oletamme,
ettd x on annettu radiaaneina. Kuvaajat voidaan piirtaa pisteittain hyddyntéen
edelld todettuja trigonometristen funktioiden perusominaisuuksia.

Funktioiden y =sinx ja y =cosx kuvaajat ovat seuraavanlaiset:

Yy = CO0S X

/ \ /

y =sinx

Tangenttifunktion y = tanx
kuvaaja muodostuu viereisen
kuvan mukaisesti aarettoman
monesta  :n levyisesta haarasta,

joista yksi nousee avoimella valilla
|-712, /2| aarettéman alhaalta

aarettbman ylos.

Olkoon A >0. Funktioiden y =A-sinx ja y =A-cosx kuvaajat ovat joka

kohdassa A kertaa niin kaukana x-akselista kuin ylimman kuvan funktiot ts.
kerroin A venyttaa (tai kutistaa) kuvaajan pystysuunnassa A-kertaiseksi. Ker-
rointa A sanotaan tarkasteltavan sinikayran laajuudeksi eli amplitudiksi.
Seuraavassa kuvassa on sinikayrat y =2sinx , y =sinx ja y =0.5sinx .

E
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Olkoot A,k > 0. Kayrien y = A-sin(kx) ja y = A-cos(kx) amplitudi on sama
A kuin edellakin, mutta kéyrien perusjakso eli aallonpituus on

=7,

silla jos muuttuja x kasvaa maaran 27/k | niin lauseke kx kasvaa maaran 27,
joka on tavallisen sini- ja kosiniaallon perusjakso.

Funktion argumenttina olevan muuttujan x kertominen tekijalla k puristaa ko-
koon (k >1) tai venyttda (0 < k < 1) kdyrda x-akselin suunnassa seuraavista

sinikayrista ilmenevalla tavalla.

AAAANAAANA

5|n{4x)

)

VEVVVEV VY

AWANAWAWAY

AAAN
SV VIR
y5|n{2x

AWAWAWAWAN

VARVARVERAVARY

A~

RVAAVSAVARVY/

y:sin_{x)
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E
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Olkoot edelleen Ak > 0. Kayrilla y = A-sin(kx + ¢) ja y = A-cos(kx + @)
on edelleen sama amplitudi A ja aallonpituus 4 = 27/k kuin edellakin, mutta

vaihe-ero ¢ aiheuttaa kuvaajiin x-akselin suunnassa siirtyman _£ , silla

Kk
esimerkiksi uudella sinifunktiolla y = A - sin(kx + @) on kohdassa X = —%

samanlainen "nouseva nollakohta” kuin alkuperaisella sinifunktiolla

y = A-sin(kx) oli kohdassa x =0.

Vaihe-ero ¢ rajoitetaan kaytannossa jollekin 2z :n mittaiselle valille, tavallisesti
joko valille [0, 2~[ tai [-z, z[ . Vaihe-erotermin ¢ aiheuttama siirtyma riippuu

muuttujan x kertoimesta k ja nakyy seuraavista kuvista.

F

¥ =sin{2x)

AWAWAWAWAN AWAWAWAWAS
IAVAVAVAVAY VAV AVAVAV/

t ¥ = s’in{2x+£}

A WAWAWAWAY/ WAWAWAWAWA
AVEAVAAVAAVARY ] \VAAVEAVERVARVA

Vaihe-ero 5, siityma -4

Vaihe-ero z, sirtyma -3 ty =sin(2x + )

WAWAWAWAWA FAWAWAWAWAY
VV VLV ey Vva VIV

h Y

Vaihe-ero 32 | siirtyma - y:sin{2x+h

7 ) |
FAWAWAWAWA FAWAWAWAWAY
JAVAVAVA" A AV AVAVAY
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Esimerkki. Kahden sini- ja/tai kosiniaallon summa ei yleensa ole enéa sini-
| muotoinen aalto, vaan summa on jokin mutkikkaampi "aalto", kuten
| seuraavista kuvista ilmenee. T

ADeAA
VIV WY

y =2sin(x +

"\
-lhl-l

AV RYvis

Jakso 4~

Mikéali yhteenlaskettavien aaltojen aallonpituuksilla on jokin yhteinen monikerta,
johon molempien yhteenlaskettavien aaltojen aallonpituudet sisaltyvat tasan,
niin summa-aalto on jaksollinen ja sen jaksona on edella mainittu aallonpituuk-
sien yhteinen monikerta. Esimerkiksi edellisen kuvan yhteenlaskettavien aalto-
jen aallonpituudet 2z ja 27/1.5=47/3 sisaltyvat tasan 2 ja 3 kertaa

47 - hin, joka on kuvan mukaisesti summafunktion jaksonpituus.

Mielenkiintoinen ja kaytannossa tarkeéa erikoistapaus on se, jossa yhteen-
laskettavilla aalloilla on sama aallonpituus. Talléin alla olevien kuvien mu-
kaan summa-aaltokin vaikuttaa edelleen sinimuotoiselta aallolta. Tama havain-
tomme on yleisesti oikea, silla esimerkeissa tulemme hakemaan summa-
aallolle sinimuotoisen esityksen.

\/\/\I

y=2sin{0.5x+m)+1.5sin(0.5X + 7/ 6)

y= - 2 sm(D 5x + ﬂ')
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Esimerkki. Esitetaan yhtena siniaaltona
y =1.2sin(3.4x + 56°) — 4.5co0s(3.4x + 67°).

Molemmilla aalloilla on sama aallonpituus 360°/3.4 ~105.9°, joten edellisen
sivun vaitteen mukaan yhdistaminen on mahdollista ja seuraavassa naemme,
etta se voidaan suorittaa kahdessa vaiheessa:

Vaihe 1. Hajottaminen
Esimerkin lausekkeesta saadaan sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoilla

y = 1.2(sin(3.4x)cos(56°) + cos(3.4x)sin(56°)) Ryhmittele
- - samanmuotoiset
- 4.5(cos(3.4x)cos(67°) - sin(3.4x)sin(67°)) termit

= (1.2cos(56°)+4.53in(67°))sin(3.4x) Laske laskimella
i N isoissa suluissa olevat
+ (1.23|n(56°)—4.5cos(67°))cos(3.4x) kerroinlausekkeet

=4.8133sin(3.4x)—0.7634c0s(3.4x%)

Vaihe 2. Kokoaminen

Etsitdan sellaiset luvut Aja ¢, ettd seuraava kysymysmerkilla varustettu yhta-

suuruus on voimassa kaikilla x:n arvoilla
?
4.8133sin(3.4x)—0.7634c0s(3.4x)=A-sin(3.4X + @)

hajotetaan

= A-sin(3.4x)-cosep+ A-cos(3.4x)-sing
Yhtasuuruus toteutuu varmasti, jos seka lausekkeiden sin(3.4x) kertoimet
ovat keskendan yhta suuret ettd myos lausekkeiden cos(3.4x) kertoimet ovat

keskendan yhta suuret yhtaloketjun kummassakin paassa. Talloin saadaan
matematiikassa hyvin tavallista tyyppia oleva yhtalopari

(+ A-cos¢p =4.8133 Korotetaan neliéén ja | Jaetaan alempi yht&ld
A-sing =-0.7634 lasketaan yhteen ylemmalla

A? - (sin® ¢ + cos’ p) = 4.8133% + 0.7634°
< A=1423.7506 = 4.873 (amplitudi positiivinen)

Eras taman yfzté(l;‘jri éaStIéa)lisu OS o1
_—0.7634 _ ¢ = arctan(-0. =-9.01°
ang = 4.8133 —0.1586 Kaikki taméan yhtalon ratkaisut ovat
@ =-9.01°+n-180°
Koska yhtéloita (*) keskenaan jaettaessa merkit saattavat "menna sekaisin”
(osamaaran miinusmerkki voisi olla peraisin joko sinista tai kosinista), niin kul-
ma ¢ on valittava siten, etta yhtaléparin (*) alkuperaiset merkit ovat voimassa.

cosp>0 .. ¢ onl. tai4. neljdnneksen kulma
sinp<0 .. ¢ on 3.tai4. neljanneksen kulma
@ on 4. neljanneksen kulma .. Voidaan valita ¢ =-9.01°

Vastaus: y =4.87sin(3.4x —9.01°)
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Kannattaa huomata, ettéa edellisessa esimerkisséa ollut yhtalépari (*) on sama
kuin maaritettdessa suorakulmaisen koordinaatiston pisteen (4.8133, —0.7634)
napakoordinaatteja. Algebran kurssissa kayttdmiemme napakoordinaatti-
symbolien r ja & asemasta nyt on vain kaytossa symbolit A ja ¢. Niinpa laski-
men napakoordinaattimuunnoksella [4.8133, -0.7634]> Polar saataisiin valit-
tomasti oikeat A- ja g-arvot ilman mitdan neljannestarkasteluja.

Huomautus. Laskimella Tl voi askeisen aaltojen yhdistamisen suorittaa aste-
moodissa kayttaen samoja vaiheita kuin kasinlaskuissakin: ensin hajotetaan
ja lopuksi kootaan. Laskin suorittaa puolestamme kaikki mekaaniset rutiinit.

Vaihe 1. Hajottaminen

Kirjoitetaan lauseke tExpand(1.2sin(3.4x+56)—-4.5c0s(3.4x+67)) ,
josta saadaan likiarvotilassa 4.8133sin(3.4x)—0.7634c0s(3.4X) .

Vaihe 2. Kokoaminen

Kirjoitetaan lauseke tCollect(4.8133sin(3.4x)—0.7634c0s(3.4x)),
josta saadaan likiarvotilassa 4.873sin(3.4(x—2.651)) .

Aiempi vastaus saadaan suorittamalla sulkeiden sisalla oleva kertolasku.

Huomautus: Molemmat vaiheet voidaan suorittaa yhdellakin kertaa:
tCollect(tExpand(1.2sin(3.4x+56)—-4.5c0s(3.4x+67)))

Esimerkki. Yhdistetdan matemaattisen harjoittelun vuoksi poikkeuksellisesti
yhdeksi kosiniaalloksi ne aalloista

111sin(122x + 44°) , 322cos(122x +144°) ja 111sin(222x + 244°),

joiden summa on (ko)sinimuotoinen aalto. Kaytanndssa kosiniaalloksi yhdis-
tamista tuskin koskaan tehdaan.

Kaksi ensimmaista aaltoa voidaan yhdista&, koska niilla on sama x:n kerroin.
Suoritetaan ensin hajottaminen yhteenlaskukaavoja kayttaen:

111sin(122x + 44°) + 322 cos(122x +144°)
=111(sin(122x) cos(44°) + cos(122x) sin(44°))
+322(cos(122x) cos(144°) — sin(122x) sin(144°))

= (111cos(44°) — 322 sin(144°)) sin(122x)
+(111sin(44°) + 322 cos(144°)) cos(122x)

=-109.42sin(122x) —183.396 cos(122x)

Lopuksi saadut termit yhdistetaan kosiniaalloksi Acos(122x + ¢) eli muotoon
Acos(122x)cos ¢ — Asin(122x)sing.
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Vastintermien kertoimia vertaamalla saamme yhtaloparin
{—A sing =-109.420 | ~2

+ | Jaetaan ylempi alemmalla
Acos ¢ =-183.396

N2

A? = 45606.8 , valitaan amplitudille positiivinen arvo

=/45606.8 = 213.558

—tan@ =0.596632 , erds tallainen ¢ = -30.82°.

Koska yhtéléparimme mukaan sini on positiivinen ja kosini negatiivinen, niin
kulman ¢ on oltava toisen neljanneksen kulma, esimerkiksi
@ =-30.82° +180° =149.18°

Vastaus: Kahden ensimmaisen aallon summa on 214 cos(122x +149°)

Sama laskimella. Kahden ensimmaisen aallon summa saadaan astemoodissa
syotteella  tCollect(tExpand(111sin(122x+44) +322cos(122x+ 144)))
yhdistettya yhdeksi siniaalloksi 213.558 sin(122(x —0.99034°)) , joka voi-
daan muokata kosiniaalloksi ottamalla huomioon, etta kosiniaalto on 90 astetta
siniaaltoa edella:

213.558 sin(122(x —0.99034°)) = 213.558 cos(122(x —0.99034°) — 90°)
=213.558co0s(122x —210.82°)
=213.558co0s(122x —210.82° + 360°)
~ 214 cos(122x +149°)

Tehtavia

9.1 Maarita seuraavien siniaaltojen amplitudi, aallonpituus ja siirtyma.
vl) y =2sin(3x + 45°) v2) y =0.4sin(0.2x __)

a) y= sm(X +3”) b) y =2.5sin(0.5x —20°)

9.2 Hahmottele seuraavien siniaaltojen kuvaajat ruutupaperille maarittamalla
ensin kunkin aallon amplitudi, aallonpituus ja siitymé. Valitse akseleiden
yksikot piirtdmisen kannalta sopiviksi. Piirra kuvaajat myds laskimella.

a) y =3sin(2x +30°) b) y= 3sm(2X LX)

c) vy =0.25sin(3x + 45°) d y= 20s,|n(6 5
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9.3

9.4

9.5

Kirjoita sellaisen siniaallon yhtalo, joka
v) kasvaa valilla —% < X £0 pienimmastéa arvostaan —5 suurimpaan ar-

voonsa 5

a) kasvaa vélilla —10° < x <5° pienimmastéd arvostaan —2 suurimpaan
arvoonsa 2

b) kasvaa valilla % <X < %’ nollasta suurimpaan arvoonsa 4

c) vahenee vililla 50° < x <120° suurimmasta arvostaan 6 pienimpaan
arvoonsa —6.

Yhdista (i) laskinta tehokkaasti hyddyntaen
(i) laskinta yksinkertaisena funktiolaskimena kayttaen
v) yhdeksi siniaalloksi 7 sin(5x + 45°) — 3 cos(5x —30°)

a) yhdeksi siniaalloksi 2sin(3x +10°) + 4 cos(3x +130°)
b) yhdeksi kosiniaalloksi 3 sin(2x + 40°) + cos(2x + 20°)

Mitka seuraavista summista ovat

(ii) jaksollisia? llmoita my6s mahdollisen jakson pituus.
(i) sinimuotoisia aaltoja?

Tarkista vastauksesi laskimen kuvan avulla!

a) 2sin(3x +10°) —2cos(4x +10°)
IginX 12y Lgg(X _ &
b) 35|n(3+4)+4cos(3 5)
c) 2.3sin(3.4x +45°) —4.5c0s(3.4x — 23°)

d) 3sin(x«/§ + ) —4sin(2x — )
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10. KOLMION RATKAISEMINEN

Kolmion ratkaiseminen tarkoittaa kolmion tuntemattomien sivujen ja kulmien
maarittamista, kun jotkin naisté osista tunnetaan.

Mainituista osista on tunnettava kolme, joista vahintaan yhden on oltava sivu,
jotta muut osat voitaisiin maarittaa.

Kolmion ratkaiseminen on keskeinen tehtéva, silla kaikki monikulmiot voidaan
jakaa kolmioiksi ja jos me saamme ratkaistua kyseiset osakolmiot, niin samalla
maaraytyvat monikulmionkin kaikki osat.

Suorakulmaisen kolmion ratkaiseminen on varmastikin lukijalle tuttua. Tallakin
taidolla tultaisiin periaatteessa toimeen, koska jokainen kolmio voidaan edel-
leen jakaa kahdeksi suorakulmaiseksi kolmioksi. Tall6in jouduttaisiin kuitenkin
usein ratkaisemaan hankalia epalineaarisia yhtaloryhmia. Siksi opettelemme
taman pykalan lopussa myo6s vinokulmaisen kolmion laskennollisen ratkaise-
misen, koska se vahentda oleellisesti tarvittavien laskujen méaaraa.

10.1 Nimeamissopimus

Kolmion ABC karjissa olevia kulmia merkitaan
kirjaimilla «, g ja y seka naiden kulmien
vastaisia sivuja kirjaimilla a, b ja ¢ mainitussa
jarjestyksessa.

Huomautus. Kaavastoissa noudatetaan yleensé yo nimeadmissopimusta, joten
kaavoja kaytettdessa on muistettava, ettéa kaavassa esiintyva kulma y on juuri
sivun c vastainen kulma. Mikéli me kaytamme kaavaa siten, ettd kulma y on-
kin vaikka sivun a vastainen kulma, niin saamme tietenkin vaaria tuloksia.

Mikali kuvissa esiintyy useampia kolmioita, niin nimeamissopimuksesta ei tie-
tenk&aan voida pitda orjallisesti kiinni, vaan on kaytettava muitakin Kkirjaintun-
nuksia tai alaindekseja.
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10.2 Kolmion ratkaiseminen piirtamalla

Seuraavassa tarkastelemme kolmion maarittamista piirtamalla ja mittaamalla,
kun kolmion osista tunnetaan kolme, joista vahintaan yksi on sivu.

Seuraavan esimerkin osiot on nimetty kolmella kirjaimella sen mukaan, mitk&
kolme osaa tunnetaan ja miten osat sijaitsevat toisiinsa nahden. Kussakin ku-
vassa on numeroilla osoitettu osien piirtdmisjarjestys. Joissakin kuvissa nékyy
yksi tai kaksi kaarta ilmaisten, etta kolmion karkipiste on haettava ympyran ja
suoran tai kahden ympyran leikkauspisteena. Muuten sivut on maaritetty pi-
tuusmitalla ja kulmat astelevylla.

Esimerkki. Maarita kolmion muut osat, kun kolmiosta tunnetaan

(sss) kaikki kolme sivua:

a=30mm, b =40 mm ja c =20 mm.
Mikali sivujen b ja ¢ paikkaa vaihdetaan, niin
saadaan edellisen kolmion kanssa kaantaen
yhteneva kolmio: Mikali jalkimmainen kolmio
leikataan irti tasosta, niin se voidaan kaantaa
kolmannen ulottuvuuden kautta ensimmaisen
kolmion paalle siten, ettd kolmiot taysin yhtyvét.
Annetuista osista voidaan siis ainakin télla kertaa
koota vain yhdenlainen kolmio, jonka tuntemattomat
osat saadaan kuvasta mittaamalla:

a=47°, 3=104°, y =29°.

On selvaa, etta kolmion piirtamisen onnistumiseksi
tapauksessa (sss) yksikaan kolmion sivuista ei saa
olla pidempi kuin kahden muun sivun summa.

(sks) kaksi sivua ja niiden valinen kulma:
a=30mm, b=40 mm ja y =30°.
Tallakin kertaa mahdolliset kolmiot ovat
(kdantaen) yhtenevia, joten jalleen on vain
yksi ratkaisu:

c=21mm, a=47° ja f=103°.

(ksk) kaksi kulmaa ja niiden valinen sivu:
a=50°, f=60° ja c =30mm.

Jalleen on vain yksi ratkaisu
a=25mm,b=28mm ja y=70°.

Tunnettujen kulmien summan on oltava tietenkin alle 180°.
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(kks) kaksi kulmaa ja toisen vastainen sivu: a =50°, = 60° jaa= 30mm.

Kulma y voidaan laskea y =180°—(« + ) =70° , minka jalkeen piirtami-
nen on mahdollista tapauksen (ksk) tavoin ja jalleen saadaan vain yksi ratkai-
su b=34 mm ja ¢ =37 mm.

Tunnettujen kulmien summan on jalleen oltava tietenkin alle 180°.

(ssk) kaksi sivua ja toisen vastainen kulma:
a=20mm, b=32mmija « =30 °.

Annetuista osista voidaan konstruoida kaksi
oleellisesti erilaista kolmiota, joista toisessa
on osat

c,=16 mm, g =127° ja y, =23°

ja toisessa vastaavasti
c,=40mm, g,=53° ja y,=97°

On helppo havaita, etta sivun a lyhetessd molempien ratkaisukolmioiden sivut
a lahestyvat toisiaan ja arvolla a =16 mm annetuista osista saadaan vain yksi
ratkaisu. Jos sivu a lyhenee edelleen, niin tehtdva muuttuu mahdottomaksi.

Edellisessa esimerkissa havaitut oleellisesti erilaisten ratkaisukolmioiden luku-
maarat pitavat paikkansa yleisestikin:

Yhteenveto. Mikali kolmion sivuista ja kulmista tunnetaan kolme osaa, joista
vahintaan yksi on sivu, niin valttdmattémia ehtoja kolmion konstruoimiseksi
ovat:

(i) Mikaan sivuista ei saa olla pidempi kuin kahden muun sivun summa.

(i) Tunnettujen kulmien summa ei saa ylittda 180 astetta.

Jos ehdot (i) ja (ii) ovat voimassa, niin annetuista osista voidaan
piirtaa tarkalleen yksi kolmio paitsi tapauksessa ssk, jossa mahdol-
lisia ratkaisuja on 0 - 2 kappaletta.
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10.3 Suorakulmaisen kolmion ratkaiseminen
laskemalla

Taydenndmme vield aikaisempaa nimeamissopimusta siten, B
etté jos tiedamme kolmion suorakulmaiseksi ja haluamme ¢ a
korostaa sen suorakulmaisuutta, niin merkitsemme hypo- &

tenuusaa symbolilla c, jolloin siis ¥ on suorakulma. b

Suorakulmaisen kolmion ratkaisemisessa voit kayttaa seuraavia jo tuntemiasi
tuloksia. Niiden asemasta tai liséksi voit tietenkin kayttaa myés myéhemmin
esitettavia sini- ja kosinilauseita, jotka ovat voimassa kaikille kolmioille.

Lause. Jokaisessa kolmiossa kulmien summa on 180 astetta, ts.
a+ p+y=180°.

Suorakulmaisessa kolmiossa on lisaksi voimassa

Pythagoraan lause. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan nelié on yhta
suuri kuin kateettien neli6iden summa, ts.

c’ =a’+b? _

Suorakulmaisen kolmion avulla maariteltyja teravan p
kulman trigonometrisia funktioita voidaan tietenkin
kayttaa hyvaksi tutkittaessa suorakulmaista kolmiota.

b
Lause. Suorakulmaisessa kolmiossa on voimassa
Sina = % = vastaisen kateetin suhde hypotenuusaan
cosa = % = viereisen kateetin suhde hypotenuusaan
tana = % = vastaisen kateetin suhde viereiseen kateettiin
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Huomautus. Kaksi viimeista lausetta ovat voimassa vain suorakulmaisissa
kolmioissa, joten saat kayttaa niita vain, jos tiedat kolmion varmuudella suora-
kulmaiseksi. Pelkka kolmion nayttdminen suorakulmaiselta ei oikeuta kaytta-
maan néaitd lauseita, vaan sellaisessa tapauksessa joudut kayttdmaan yleiselle
kolmiolle voimassa olevia sini- ja kosinilauseita.

Huomautus. Monet kuvat ovat jatkossa vain periaatekuvia havainnollistaen eri
osien keskindista asemaa. Laskemalla saadut tulokset voi luonnollisesti tarkis-
taa piirtamalla kuvat mittatarkasti tai kayttamalla laskimia varten valmiiksi teh-
tyja kolmionratkaisuohjelmia.

Esimerkki. Suorakulmaisen kolmion lyhyempi kateetti a on 123 mm ja toinen
teravista kulmista on 34°. Maarita pidempi kateetti b.

Kolmion toinen terdva kulma on 90° — 34° = 56°.
Koska kolmiossa pieninté sivua vastaa pienin
kulma, niin tehtdvassa annettu kulma 34° on
lyhyemman kateetin a vastainen kulma «.

a
b

~ 182 mm.

Suorakulmaisessa kolmiossa tana = £, joten

__a _123mm
tanag tan34°

Esimerkki. Maaritd suorakulmaisen kolmion kulmat, kun kolmion hypotenuusa
on ¢ =123.0m jaalaon 567.0 m%

Olkoon « toinen kolmion teravista kulmista, jolloin kateetit ovat c-sina ja
c-cosa. Nain ollen saamme alaa koskevan yhtalén

l-csinoz-ccosoe=567.

2
Ratkaisuiksi kelpaavat teravat kulmat 4.3° ja 85.7° saa katevasti esimerkiksi
TI-laskimen komennolla

solve(.5¢? sin(a) cos(a) =567,a) | ¢ =123 and 0 < r < 90°
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10.4 Sini- ja kosinilause

Jos kolmion suorakulmaisuudesta ei olla varmoja, niin kolmio ratkaistaan
tavallisesti kayttaen apuna kolmion kulmien summaa koskevaa lausetta sekéa
seuraavassa esitettavia sini- ja kosinilauseita. Huomaa, ettd Pythagoraan
lausetta ja suorakulmaisen kolmion trigonometriaa ei voi soveltaa vino-
kulmaisen kolmion tapauksessa.

Sinilause. Kolmiossa jokaisen sivun suhde vastaisen kulman siniin on kysei-
selle kolmiolle ominainen vakio ts.

a __b __c
sina  sing  siny

Todistus. Koska kolmion ala on "puoli kertaa kahden sivun tulo kerrottuna va-
lisen kulman sinilld" niin saamme alalle kolme esitysta riippuen kaytetyista si-
vuista
A =0.5bcsina =0.5acsin g =0.5absiny.

Mikéali kaikki lausekkeet jaetaan tulolla 0.5abc , niin saamme

sing _sinf _siny

a b ¢’

Koska yhté suurten lukujen kaanteisluvutkin ovat myos keskendén yhtéa suuret,
niin sinilause on tullut todistetuksi.

Huomautus. Sinilause sopii hyvin kolmion sivun laskemiseen, mikali kysytty
sivu ja tunnetut osat muodostavat kaksi vastakkaista sivu-kulma-paria.

Huomautus. Sinilausetta voidaan kayttaa kolmion kulmankin laskemiseen,
mikali kysytty kulma ja tunnetut osat muodostavat kaksi sivu-kulma-paria.

Jos sinilauseella ratkaistava kulma ei ole pisimméan sivun vastainen kulma, niin
se on varmasti terava ja kulmalle kelpaa arvoksi sinilauseesta ratkaistun arcsin-
lausekkeen mukainen terava kulma.

Jos sinilauseella ratkaistava kulma on kuitenkin kolmion pisimman sivun
vastainen kulma, niin sinilauseesta ratkaistun arcsin-lausekkeen mukai-
sen teravan kulman lisaksi on huomioitava myés sen tylppa suplementti-
kulma, jollamyds on sama sinin arvo. Naista kahdesta kulmavaihtoehdosta
mahdollisesti toinen joudutaan karsimaan pois jonkin lisaehdon perusteella,
kuten my6hemmista esimerkeista ilmenee.
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Huomautus. My6hemmin naemme, etté sinilauseessa mainittu vakio on kaksi
kertaa kolmion ymparipiirretyn ympyran sateen R suuruinen, ts.

a __b __c _
sina sing siny

Kosinilause. Jokaisessa kolmiossa on voimassa

a’ =b?>+c®>-2bccosa

b> =a® + ¢® - 2ac cos j
c®>=a’ +b”-2abcosy

Todistus. Tarkastellaan kuvan mukaista terava-
kulmaista kolmiota. (Koska kyseesséa on erikois-
tapaus, niin todistuksemme ei ole aivan taydellinen). b
Sovelletaan Pythagoraan lausetta oikeanpuoleiseen bsina
suorakulmaiseen osakolmioon, jolloin o

a

u
a® = vaakakateetti® + pystykateetti® bcosa c—-bcosa

=(c-bcosa)’ +(bsina)’

=c? —2bccosa + b? cos?® a + b? sin’ a

=c? —2bccosa +b*(cos®’ a +sin“a) = b*+c?-2bccosa .
=1
Vastaavasti voidaan johtaa muutkin kosinilauseen yhtalét.

Huomautus. Kosinilause kannattaa opetella myds sanallisesti:

Kolmiossa yhden sivun nelié on kahden muun sivun nelididen summa vahen-
nettynd ndiden muiden sivujen pituuksien ja niiden valisen kulman kosinin
kaksinkertaisella tulolla.

Huomautus. Hankalasta ulkondéstaan huolimatta kosinilause on kayttokelpoi-
nen ja ennen kaikkea hyvin turvallinen myds kolmion kulman ratkaisemisessa,
jos kolmiosta tunnetaan kaikki sivut, silla kolmion kulmaksi kelpaavalla valilla
0° ... 180° on vain yksi kulma, jolla on tietty kosinin arvo.

Sinilauseesta poiketen kosinilausetta kaytettaessa ei (yksinkertaisen funktio-)
laskimen antaman kulman lisaksi tarvitse milloinkaan tarkastella muita mahdol-
lisia kulmavaihtoehtoja.
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Esimerkki. M&arita kolmion pisin sivu, kun kolmiosta tunnetaan osat
a=45° f=67°jab=89 mm.

Koska kolmion kolmas kulma y =180° —«a — = 68° on suurin kolmion kul-

mista, niin sen vastainen sivu ¢ on pisin. Sinilauseen avulla

c __b
siny sing’

josta edelleen

L-siny:89.6 mm ~ 90 mm.

C=—
sin g

Esimerkki. Ratkaise kolmion tuntemattomat kulmat, kun kolmiosta tunnetaan
a=76.0mm,b=54.0mm ja a=65.0°.

Koska sivu b ei ole kolmion pisin sivu, niin sen vastainen kulma on varmasti
terava. Voimme siis huoletta kayttaa sinilausetta teravan kulman g ratkaise-
miseen:

sing _sina

_Sina
b b ’

< sing =

josta
B = arcsin(b -%) =40.1° .

Kolmion kolmas kulma on tietenkin ¥ =180° —a — = 74.9°.

Esimerkki. Ratkaise kolmion tuntemattomat kulmat, kun kolmiosta tunnetaan
a=76.0mm,b=540mm ja g =40.1°.

Koska sivu a voi olla pisin kolmion sivuista, niin sen vastainen kulma voi olla
terava tai tylppa. Nain ollen sinilauseesta
sing _Sing
a b

sin
b

o : in
saatavan teravan kulman o, = arcsm(a-%) =65.0°

& Sing=a-

lisdksi on huomioitava vastaava tylppa kulma  «, =180° — ¢, =115.0°.

Kolmioiden kolmas kulma saadaan kaavalla  y, =180°—¢, — .

Vastaus: Muille kulmille on kaksi eri mahdollisuutta
a, =65.0° i 1% 115.0°
y, =74.9° 7, =24.9° '
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Esimerkki. Ratkaise kolmion sivu b, kun kolmiosta tunnetaan sivut
a=23.4mm ja c =56.7 mm sekd niiden valinen kulma g =89.0°

Kosinilauseesta b*> =a®+c®—-2accosf saadaan
b= (i)\/a2 +c? —2accos f =61.0 mm.

Esimerkki. Ratkaise kolmion suurin kulma, kun kolmiosta tunnetaan
a=34mm, b=45mm ja ¢c =56 mm.

Pisinta sivua c vastaa suurin kulma y. Kosinilauseesta
a’ +b*>-c?
2ab
saadaan vain yksi valilla [0,180°] oleva ja kolmion kulmaksi kelpaava ratkaisu

2 2 2
¥ = arccos (%j =89.2° .

c’=a*+b*-2abcosy < cosy=

Kulman y voi ratkaista myds laskimen sydtteella
solve(02=a2+b2—2a-b-cos(7),7)‘a=34 and b=45 and c=45 and 0<y<180° ,
jossa kulma on rajoitettu oikealle valilla. Vaihtoehtoisesti ratkaisussa voi kayt-
tad apuna sopivaa alkuarvausta seuraavan mallin mukaisesti
solve(c® =a® +b* —2a-b-cos(y),y=90°)| a=34 and b=45 and c=45 .

Kulman yalkuarvaus saanee olla mita tahansa valilta O < y <180° ja jopa jon-
kin verran suurempikin kuin 180°.

[Iman rajoitusehtoa tai alkuarvausta laskin tulostaisi yleisen ratkaisun ja me
joutuisimme itse valitsemaan oikean ratkaisun ja sieventamaankin sita.

Esimerkki. M&aritd kolmion pisin sivu, jos sivun a=111 mm vastainen kulma
a =54.3° ja kolmion piiri on 345 mm.

Merkitaan kolmion toista sivua b:ll&, jolloin kolmas sivu on
c=345-a—-b=345-111-b =234 —b.
Kosinilauseesta a® = b® +c” —2bccosa saadaan nyt yhtalo
117° =b® + (234 -b)* —2-b- (234 —b) - cos(54.3°).

Laskimella saamme tasta toisen asteen yhtalosta sivulle b ratkaisut 134.036
ja 99.964 , jotka esittavat itse asiassa kolmion molempia tuntemattomia sivuja,
koska naiden summa on 234. Kolmion pisin sivu on siis pyoéristettyna 134 mm.
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10.5 Yleisen kolmion tapauskohtaiset
ratkaisuohjeet

Seuraavassa tarkastellaan kaikkien mahdollisten kolmionratkaisutehtavien
suositeltavia ratkaisutapoja, mikali kolmio ratkaistaan tavallisella funktiolaski-
mella tai kehittyneeseen laskimeen laaditaan sopiva kolmionratkaisuohjelma.

Tapaus SSS: Tunnetaan kolmion kaikki sivut.

Huomaa, etta tapaus sss on mahdoton, mikali yksi kolmion sivuista on pidempi
kuin kahden muun summa.

Tapa 1. Ratkaise kulmat yksitellen kosinilausetta kayttden. Mahdolliset lasku-
virheet paljastuvat, jos lopuksi tarkistat, etta kulmien summa on 180° .

Tapa 2. Ratkaise kaksi kulmaa kosinilauseella ja laske kolmas kulma kayttaen
hyvaksesi kolmion kulmien summaa.

Tapa 3. Ratkaise pisimman sivun vastainen kulma kosinilauseella. Loput kul-
mat voit huoletta ratkaista sinilauseella, silla muut kulmat ovat pienempia kuin
ensin ratkaistu ja ovat siis teravia. Lopuksi voit tarkistaa kulmien summan.

Tapa 4. Ratkaise pisimman sivun vastainen kulma kosinilauseella, toinen kul-
ma sinilauseella ja kolmas kulma kayttaen hyvéksesi kulmien summaa.

Tapaus sks: Tunnetaan kolmion kaksi sivua ja niiden valinen kulma.
Laske kolmas sivu kosinilauseella.

Laske sitten loput kulmat yksitellen kuten edella tapauksessa sss kayttéaen
mielesi mukaan kosinilausetta, sinilausetta tai kolmion kulmien summaa kos-
kevaa lausetta. Varo kuitenkin, ettet ratkaise kolmion pisinta sivua vas-
taavaa kulmaa sinilauseella, koska et useinkaan tieda etukateen, pitaisik®
kyseisen kulman olla terava vai tylppa. Piirtamisratkaisujen yhteydessa on jo
todettu, etta mahdollisia ratkaisuja on tapauksessa sks vain yksi, joten pisim-
man sivun vastaiselle kulmalle ei nyt saa hyvaksya kahta eri vaihtoehtoa: tera-
vaa ja tylppéa. Siksi sinun tuleekin ratkaista pisimman sivun vastainen kulma
kosinilauseella, jolloin saat vain yhden vastauksen, joka on oikea. Jos kuiten-
kin haluat kayttaa sinilausetta kulman ratkaisemiseen, niin ratkaise ensin
muun kuin pisimman sivun vastainen kulma, joka on varmasti terdva. Kolman-
nen kulman saat sitten summaehdosta.
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Tapaus ssk: Tunnetaan kolmion kaksi sivua ja toisen vastainen kulma.

Edella piirtdmisratkaisuissa on jo todettu, etta juuri tapauksessa ssk voi rat-
kaisuja mahdollisesti olla kaksikin erilaista.

Laske toisen tunnetun sivun vastainen kulma sinilauseella. Talléin on kaksi
oleellisesti erilaista mahdollisuutta:

- Jos laskettavan kulman vastainen sivu on pidempi kuin tunnetun
kulman vastainen sivu, niin (suoran kulman tapausta lukuunottamat-
ta) sinun tulee huomioida seka teravan etta tylpan kulman mahdolli-
suudet. Joudut siis jatkossa tutkimaan kahta oleellisesti erilaista kol-
miota erillisind tapauksina.

- Jos taas laskettavan kulman vastainen sivu on lyhyempi kuin tunnetun kul-
man vastainen sivu, niin laskettavan kulman tulee ilman muuta olla terava
ja tutkittavanasi on vain yksi mahdollinen kolmio.

Kolmannen kulman saat kolmion kulmien summaa koskevasta lauseesta.

Kolmas sivu saadaan helpoiten sinilauseella.

Tapaukset ksk ja kks: Tunnetaan kaksi kulmaa ja joko niiden vélinen
sivu tai toisen vastainen sivu.

Kolmas kulma lasketaan kulmien summaa koskevan lauseen avulla. Sivut saa
mukavimmin sinilauseella.

10.6 Kolmion ratkaisuohjelma

Netista |0ytyy useita laskimiin ladattavia ohjelmia, jotka ratkaisevat kolmion
tuntemattomat kulmat ja sivut sek& monia muita suureita, jos kolmion osista
tunnetaan kolme, joista vahintaan yksi on sivu.

Naihin ohjelmiin pitaa kuitenkin aina suhtautua varauksella, koska on il-
mennyt, etta ne usein laskevat vaarin erityisesti niissa tapaukseen ssk

liittyvissa erikoistapauksissa, joissa on kaksi mahdollista kolmiota.

Satakunnan ammattikorkeakoulussa ovat erityisesti insinddriopiskelijat Heikki
Anto, Hannes Palomaki ja Joonas Helava kehittaneet Texasin laskimiin sopivia
kolmionratkaisuohjelmia, minka johdosta tAméan teoksen Kkirjoittajista erityisesti
yliopettaja Timo Ojala esittda heille julkisen kiitoksensa. Jos kolmion sivuista ja
kulmista tunnetaan kolme osaa, joista vahintdan yksi on sivu, niin ndmaéa ohjel-
mat maarittavat kolmion tuntemattomat sivut ja kulmat seka korkeusjanat, kes-
kijanat, sisdan- ja ymparipiirrettyjen ympyroéiden sateet seka kolmion alan.
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Esimerkki. Ratkaise likimaaraisesti piirretyn monikulmion ABCDEF tuntematon
sivu ED, kun tunnetaan sivu AB =123 ja kuvaan merkityt kulmat.

Koska kolmiosta ABE tunnetaan kaksi kulmaa
93° ja 69° seka naiden valinen sivu 123, niin
voimme ratkaista kolmion muut osat kolmio-
ohjelmalla, jolloin saamme BE =397.491 .

Vastaavasti kolmiosta ABD tunnetaan
kaksi kulmaa 61° ja 105° seka naiden
valinen sivu 123, joten voimme ratkaista
muut osat, jolloin saamme BD = 444.682 .

Koska kolmiosta BED tunnetaan nyt
kaksi sivua 397.491 ja 444.682 seka
niiden valinen kulma 36°, niin saamme
tuntemattoman sivun pituudeksi lopulta
DE = 264.087 ~ 264. N2

Tehtavia

10.1 Laske suorakulmaisen kolmion ala, kun hypotenuusa on 123 mm ja toi-
nen terava kulma on v) 43.00° a) 34.00°.

10.2 Maaritd suorakulmaisen kolmion sivut, kun kolmion piiri on 234.0 mm ja
alaon v)987.0mm* a) 1234 mm-.

10.3 Maaritd suorakulmaisen kolmion teravat kulmat, kun hypotenuusa on
345 mmijaalaon v) 9870 mm? a) 7890 mm?Z.

10.4 Kolmion sivut ovat AB =32 mm , BC =43 mm ja CA =54 mm. Luettele
kulmia laskematta kolmion kulmat «, £ ja ¥ suuruusjarjestyksessé suu-
rimmasta pienimpéan. Tarkista laskemalla.

10.5 Ratkaise annetut osat sisaltavan kolmion muut osat
(i) piirtamalla
(i) valmiilla kolmionratkaisuohjelmalla
(i) laskintasi tavallisena funktiolaskimena kayttaen.
Varusta kukin kohta viela kolmikirjaimisella tunnuksella, joka kuvaa annet-
tujen osien keskinaista sijaintia.
a) b=23mm, a=76° ja y =46°,
b) a=32mm, b=25mm ja ¢=20mm,
c) a=40° a=30mm ja b=20mm,
d) a=30mm, =25° ja b=16 mm,
e) a=24mm, a=67° ja f=50°,
fy a=25mm, c=15mm ja y=60°,
g) a=30mm, c=25mm ja g=60°.
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10.6 Selvita lyhyesti, milla ehdolla tapauksissa sss, ksk ja kks kolmion piir-
tamistehtavalla ei ole ratkaisua.

10.7 Kirjoita sellainen annetuista kolmesta sivusta ja/tai kulmasta muodos-
tuva kolmion piirtdmistehtava, jolla on a) 2 b) 0 ratkaisua siten, etta
ratkaisujen maaraa ei nae ilman tarkempaa tutkimista. Tutki tilannetta
piirtamalla.

10.8 Kiinnittden erityistd huomioita ratkaisujen lukumaardén maarita
a) kolmion kulma ¢, kun tiedetaan, etté sin o = 0.123
b) kolmion lyhimma&n sivun vastainen kulma g, kun sin = 0.23
c) kolmion pisimman sivun vastainen kulma y, kun sin y=0.34

d) kolmion pisimman sivun vastainen kulma g, kun sin g = 0.98
e) kolmion kulma «, kun cos = -0.567 .

10.9 Ratkaise kolmion kulma ¢, kun tunnetaan kolmion sivut b = 123.45 mm
ja c=234.56 mmsekdala v) A=12345mm*® a) A=9876 mm?

10.10 Maaritad kolmion kulma g, kun «=34.0° , a=123 mm ja
V) b=135mm a)b=234mm b)b=189mm c)b=111mm.

10.11 Suoran ympyrakartion korkeus on 345 mm ja pohjaympyran séade on
v) 123 mm a) 234 mm. Pohjaympyrdén on piirretty 159 mm pitka
janne AB. Maarita seka tavallista funktiolaskinta kayttaen ettd kolmion-
ratkaisuohjelmalla kulman AHB suuruus, kun H on kartion karkipiste.

10.12v) Selvitd ilman laskuja milla alla olevissa epatarkasti piirretyissa
kuvissa olevista janoista a - ¢ on kaksi mahdollista pituutta?
a —c) Laske valmiilla kolmionratkaisuohjelmalla janojen a - ¢ pituudet.

456 444

10.13 MaAarita kuvan janan AB pituus suorittamalla vain seuraavia mittauksia:
- Suoralle L voit erottaa janoja, joiden pituuden saat mitata kuvasta.
- Voit mitata sellaisten kulmien suuruuksia, joiden karki on suoralla
L, mutta kulman karki ei kuitenkaan saa olla suoraan pisteiden A
tai B alapuolella. B
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11. KOLMIOITA KOSKEVIA TULOKSIA

Noudatamme yha kolmiota koskevaa nimeamissopimusta mikali mahdollista.

Edellisessé luvussa tarkastelimme kolmion
ratkaisemisessa kaytettavia lauseita:

- Kolmion kulmien summa on 180 astetta.

- Sinilause: Kolmiossa
a __b __c
sina  sing siny

= kolmiolle ominainen vakio .

- Kosinilause: Kolmiossa ¢® =a” + b*> —2abcosy .

Miké&li kolmio on suorakulmainen eli siny =sin90°=1 ja cosy =c0s90°=0, niin
sinilauseen alkupaa sisaltaa suorakulmaisen kolmion trigonometriset perus-
yhtal6t ja kosinilause vastaa Pythagoraan lausetta.

Kolmion alan voi laskea esimerkiksi kaavoilla
1 .
A ==absin
> Y

A=p(p—a)p-b)(p-c), missa p on puolipiiri.

Jatkossa tarkastelemme kolmioon liittyvid k&sitteita ja tuloksia usein ilman
perusteluja. Esitettyihin asioihin perehdytdan ennen kaikkea harjoitustehtavien
avulla. Monet esitettavat tulokset saadaan katevasti laskettua Tl-laskimeen
ladattavalla kolmionratkaisuohjelmalla.

Maéritelmé&. Kolmion mediaani eli keskijana on kolmion karkipisteen ja vas-
taisen sivun keskipisteen yhdysjana.

Lause. Kolmion keskijanat leikkaavat toisensa samassa

pisteessd, joka jakaa kunkin keskijanan karjesta lukien
suhteessa 2:1.
{2y [®

Huomautus. Jos kuvassa janojen vierella on sulkeiden sisélla olevia lukuja
edellisen kuvan tapaan, niin saman sulkumaéaran sisalla olevat luvut ilmoitta-
vat, miten lukujen vierella olevien janojen pituudet suhtautuvat toisiinsa.
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Huomautus. Homogeenisen kolmiolevyn painopiste on kolmion keskijanojen
leikkauspisteessa.

Perustelu. Homogeenisen kolmiolevyn painopisteen
tulee sijaita jokaisella kolmioon piirretylla keskijanalla,
silla jos kolmio jaetaan kuvan mukaisesti keskijanan <= i =W

vastaisen sivun suuntaisiin (&&rettbman) kapeisiin

kaistaleisiin, niin kukin kaistale on tasapainossa keskijanan kohdalta tuettuna.
Nain ollen koko kolmiolevykin on tasapainossa keskijanalta tuettuna eli kolmio-
levyn painopiste on piirretylla keskijanalla. Koska painopiste on jokaisella kes-
kijanalla, niin sen tulee olla keskijanojen leikkauspisteessa.

Maaritelméa. Kolmion ympari piirretty ympyra tarkoittaa sita
ympyrad, joka kulkee kolmion kaikkien karkipisteiden kautta.

Huomautus. Kolmion ymparille piirretty ympyra tarkoittaa
mita tahansa ympyrad, jonka sisélla koko kolmio on.

Huomautus. Yleisemminkin monikulmion ympari
piirretty ympyra tarkoittaa ympyraa, joka kulkee
monikulmion kaikkien karkien kautta.

On selvaa, ettd neli- ja useampisivuisilla monikulmioilla ei aina ole ympari piir-
rettya ympyraa. Kuvan oikeanpuoleisella nelikulmiolla ei ole ymparipiirrettya
ympyraéa, mutta nelikulmion ymparille on piirretty kaksikin eri ympyréaa.

Huomautus. Mikali kolmio on terdvakulmainen, niin kolmion ymparipiirretty
ympyré on pienin kolmion ymparille piirretyista ympyraoista.

Jos kolmio on tylppakulmainen, niin kolmion ymparipiirretty
ympyra ei ole pienin kolmion ymparille piirretyistd ympyroista.
Tylppakulmaisen kolmion tapauksessa pisin sivu halkaisijana
piirretty ympyra on pienin kolmion ymparille piirretyista ympyroista.

Maaritelma. Janan keskinormaali on se janan keskipisteen n
kautta kulkeva suora, joka on kohtisuorassa janaa vastaan.

Lause. Kolmion ymparipiirretyn ympyran keskipiste on kolmion sivujen keski-
normaalien leikkauspisteesséa ja ymparipiirretyn ympyran sade on

1 _a _1 b _1 c
2 sina 2 sing 2 siny
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Todistus. On selvad, etta kolmion ympari piirretyn
ympyran keskipiste on yhta kaukana kaikista karki-
pisteista, joten keskipisteen tulee olla kéarkipisteiden
valisten janojen keskinormaaleilla eli keskinormaalien
leikkauspisteessa.

Sade R saadaan laskettua kuvan pienesta suorakul-
maisesta kolmiosta kayttden seuraavassa pykalassa
esitettavaa lausetta, jonka mukaan ympyran keskus-

kulma BOC on kaksi kertaa vastaavan kehakulman B\’i’/c
BAC suuruinen.

Huomautus. Edellisen lauseen nojalla sinilause esitetaankin usein muodossa

a __ b __c _
sina  sing siny ’

missa R on kolmion ympari piirretyn ympyran sade.

Maaritelméa. Kolmion sis&an piirretty ympyra tarkoittaa
sita ympyréaa, joka sivuaa kolmion kaikkia sivuja.

Huomautus. Kolmion sisélle piirretty ympyra tarkoittaa
mita tahansa ympyraa, joka on kolmion sisalla.

Huomautus. Kolmion sisdan piirretty ympyré on suurin
kolmion sisalle piirretyista ympyraoista.

Lause. Kolmion sisdan piirretyn ympyran keskipiste on kolmion kulmanpuolit-
tajien leikkauspisteessa ja sis&an piirretyn ympyran sade on

A
p ’
miss& A=kolmion pinta-ala ja p = kolmion puolipiiri = a+—t2)+c_

Todistus. Kolmion sisaan piirretyn ympyran keskipiste
on selvasti yhta kaukana kolmion kaikista sivuista.

Siksi keskipiste on kolmion jokaisella kulmanpuolittajalla
eli kulmanpuolittajien leikkauspisteessa.

Kolmion ala saadaan laskemalla yhteen kolmen
sellaisen osakolmion alat, joissa kaikissa korkeu-
tena on sisaan piirretyn ympyran sade r ja kantana
on vuorollaan jokin sivuista a, b ja c. Nain ollen
1 1 1 a+b+c
A_Ear +§br +5Or =S =pr,
josta voidaan ratkaista sis&an piirretyn ympyran sade r .
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Maaritelma. Kolmion korkeusjana tarkoittaa kolmion karjesta kohtisuoraan
vastakkaista sivua tai sen jatketta vastaan piirrettya janaa.

Huomautus. Myds kolmion korkeusjanat
tai niiden jatkeet leikkaavat toisensa
samassa pisteessa, joka on kolmion
ulkopuolella, jos kolmio on tylppakulmainen.

A

Huomautus. Monien kaavakirjojen merkinnét h,, m, ja w, tarkoittavat karjesta
A alkavaa ja sivulle a (tai sen jatkeelle) suuntautuvaa korkeusjanaa, keskija-
naa ja kulmanpuolittajaa.

Tehtavia

11.1 Kolmion terava-, suora- tai tylppékulmaisuuden voi helposti selvittaa tut-
kimalla, onko pisimman sivun nelid pienempi, yhta suuri vai suurempi
kuin kahden lyhimman sivun nelididen summa. Tutki seka talla testilla
etté kolmio-ohjelmalla kolmion tyyppi, kun sivut ovat

a) 51 mm, 62 mm ja 87 mm,
b) 50 mm, 120 mm ja 130 mm,
C) 55 mm, 65 mm ja 75 mm .

11.2 Tarkastellaan kolmiota, jonka sivut ovat
a=55mm, b=77mmjac=99mm.
Maarita (i) kolmio-ohjelmaa hy6dyntaen (i) kaavoja kayttaen
(iii) piirtamalla ja mittaamalla
a) kolmion karkipisteen A etaisyys painopisteesta P,
b) kolmion ymparipiirretyn ympyran sade,
c) kolmion sisaan piirretyn ympyran sade,
d) niiden osien pituudet, joihin kolmion suurimman kulman puolittaja
jakaa vastaisen sivun.
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12. YMPYRAA KOSKEVIA TULOKSIA

Ym pyraviiva muodostuu niisté pisteista, jotka ovat

sateen etaisyydelld keskipisteesta.

Ympyraviivaa sanotaan my6s ympyran kehaksi tai
lyhyesti vain ympyraksi.

Sana ym pyra tarkoittaa usein myds ympyraviivan

rajoittamaa tason osaa.
Kaksi ympyran kehalla olevaa pistetta jakaa kehén kahteen kaareen.

Suora, jolla on ympyran kanssa yksi yhteinen
piste, on ympyran sivuaja eli tangentti. t

Lause. Ympyran tangentti on kohtisuorassa
sivuamispisteeseen piirrettya sadetta vastaan.

leikkaaja eli sekantti.
Sekantista ympyran sisaan jaava jana on janne.
Janne jakaa ympyraalueen kahteen segmenttiin.

Ympyran keskipisteen kautta kulkeva janne on
ympyran halkaisija.

Kaksi sadettad jakaa ympyraalueen kahteen sektoriin.

Kulma, jonka karki on ympyrankehalla ja jonka
kyljet ovat ympyrén janteitd, on kehakulma.
Kehakulman toisena kylkenda voi olla myds
ympyran tangentti.

Suora, joka leikkaa ympyraa, on ympyran @

Kehakulman sisaan jaavaa kaarta sanotaan .
kehakulmaa vastaavaksi kaareksi.

Kehakulmaa voidaan myds sanoa (eraaksi)

tatd kaarta vastaavaksi kehakulmaksi.

Ympyran kehélla on toinenkin kaari kehdkulman ulkopuolella. Kehakulma on
(eréas) taman kaaren sisaltama kehakulma.
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Kulma, jonka karki on ympyran keskipisteessa ja
jonka kyljet ovat sateita, on keskuskulma.
Keskuskulman sisaan jdavaa kaarta sanotaan
keskuskulmaa vastaavaksi kaareksi.
Keskuskulmaa sanotaan myds tata

kaarta vastaavaksi keskuskulmaksi.
Kaaren asteluku tarkoittaa kaarta vastaavan keskuskulman astelukua.

Jos kehéakulmaa ja keskuskulmaa vastaa sama kaatri,
niin kehakulma on (eréas) tata keskuskulmaa vastaava
kehakulma ja kaantaen keskuskulma on kehéakulmaa
vastaava keskuskulma.

Lause. Kehakulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta.

Todistus. Tarkastelemme nyt vain tapausta, jossa
ympyran keskipiste jaa kehékulman sisaan.

Kulma BOC on kehakulmaa BAC vastaava keskus-
kulma. Piirretddn kuvan mukainen jana AD ympyran
keskipisteen O kautta. Piirretty jana jakakoon kehé&-
kulman osiin ¢, ja «,.

Koska kuvan kolmio AOB on tasakylkinen (kylkina
ympyran sateet), niin myds «ABO = ¢,. Samassa

kolmiossa <tAOB =180°-2¢, ja sen vieruskulma «BOD = 2¢, .

Samoin paatellaan, etta <cCOD =2q, .
Niinpa <BOC =<«BOD +<«DOC =2¢, +2a, = 2(eq + ,) = 2- <BAC , m.o.t.

Edellisesta lauseesta saadaan useita tarkeitd seurauslauseita.
£

Seurauslause 1. Samaa kaarta vastaavat _( "

kehakulmat ovat yhta suuret.

Seurauslause 2. Saman kaaren sisaltamat /)

kehakulmat ovat yhta suuret. “ 5

Seurauslause 3. Puoliympyran sisaltdma
kehakulma on suorakulma. 5

Seurauslauseet ovat iimeisen selvét, koska tarkasteltavat
kehakulmat ovat puolet vastaavasta keskuskulmasta.
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Maaritelma. Janan AB néakdkulma pisteessa P o P
tarkoittaa kulmaa APB. A

Lause. Janan AB ndkdkulma on sama kaikissa A
kolmion APB ymparipiirretyn ympyréan kaaren
APB (ja sen peilikuvakaaren) pisteissa.

Kaarten valiin jaavastéa alueesta jana AB nékyy
suuremmassa kulmassa kuin em. kaarilta. B D

Kaarten ulkopuolella olevasta alueesta jana AB
nakyy puolestaan pienemmassa kulmassa kuin kyseisilta kaarilta.

Esimerkki. Maaritetaan kaikki ne pisteet,
joista annettu jana AB nakyy kulmassa 70° .

Eras téllainen piste P I0ydetdan taydentamalla
janan AB viereen tasakylkinen kolmio, jonka
kantakulmat ovat (180° —70°)/ 2 = 55°.

Seuraavaksi maaritetaan kolmion ABP ympari-
piirretyn ympyréan keskipiste O kolmion sivujen
keskinormaalien leikkauspistetta kayttaen.

Peilikuvakaaren keskipiste O sijaitsee symmetrisesti janan AB toisella puolen.

Nopeampi ratkaisu: Piirrettavan ympyrankaaren keskipiste O |6ydetaan
konstruoimalla tasakylkinen kolmio AOB, jonka huippukulma AOB on n&ko-
kulmaa vastaavana keskuskulmana 2-70° =140° ja kantakulmat

XOAB = XOBA = (180° —140°) / 2 = 20°.
Toisen ympyrankaaren keskipiste O ldydetaan symmetriaa hyddyntaen.

Lause. Nelikulmion ympéri voidaan piirtdd ympyra tarkalleen silloin, kun neli-
kulmion vastakkaisten kulmien summa on 180 astetta.

Todistus. Osoitamme vain, ettad lauseen ehto on
valttamaton ympyran piirtamiseksi.

Mikali nelikulmion ympari voidaan piirtdéa ympyra, niin
nelikulmion vastakkaisia kulmia « ja g vastaavat
keskuskulmat 2« ja 2 muodostavat yhdessa tays-
kulman 360°. Nelikulmion vastakkaisten kulmien
summa on siis talléin
a+f=112-a+28)=1/2-360°=180°.
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Sekanttilause. Kiintedsta pisteesta P tietylle ympyralle piirretyn sekantin osi-
en tulo PA-PB on piirretysta sekantista riippumaton vakio. Tama vakio riippuu
vain ympyran sateesta ja pisteen P etaisyydesta ympyran keskipisteesta.

Todistus. Tarkastelemme nyt vain tapausta,
jossa annettu piste on ympyran ulkopuolella.

Piirretdan pisteesta P annetulle ympyréalle
kaksi eri sekanttia PAB ja PA'B". Kolmiot
PAB’” ja PA'B ovat yhdenmuotoiset kk-
lauseen mukaan (kulma P yhteinen seka
<«B = «B"samaa kaarta vastaavina keha-
kulmina). Koska yhdenmuotoisten kolmioi-
den vastinsivujen suhde on vakio, niin
PB _ PA
PB PA

josta vaite saadaan ristiinkertomalla.

Esimerkki. Mittaamalla todetaan, etta
(A5-kokoiselle arkille tulostetun sivun) kuvassa

PA-PB ~14 mm-27 mm =378 mm?
PA -PB ~10 mm-38 mm =380 mm?
PA"-PB " ~19 mm-19 mm ~ 361 mm? .

Vaihtelu tulon arvossa johtuu mittaus-
epatarkkuudesta.

Vastaavasti viereisessa kuvassa
PA-PB ~6 mm-20 mm =120 mm?
PAPB~9mm-13mm=117 mm?

Vaihtelu tulon arvossa johtuu jélleen
mittausepatarkkuudesta.

Huomautus. Sekanttilausetta kaytettaessa sekantin osien tulo on laskettava
sekanttien leikkauspisteesté alkaen. Erityisesti edellisen esimerkin ensim-
maisessa kuvassa kaikki osat alkavat leikkauspisteesta P.
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Esimerkki. r-sateisen ympyran sisélle piirretdén
janne siten, etta keskipisteen etaisyys janteesta
on d. Laske janteen pituus X.

Piirretdén jannetta vastaan kohtisuora halkaisija,
jolloin sekanttilauseen mukaan

mistd saadaan

Saman tuloksen saa myds Pythagoraan lauseella taydentdmalla sateen avulla
ensin kuvaan suorakulmaisen kolmion, jonka sivut ovat r,d ja 0.5x.

0.5x-0.5x=(r —d)-(r +d),

X =2+r?—-d?.

Tehtavia

12.1

12.2

12.3

12.4

12.5

12.6

12.7

12.8

Ympyraan, jonka sade on 123 mm, piirretdan 159 mm pitk& janne, joka
jakaa ympyran kehan kahteen kaareen. Maarita a) kaarten asteluvut
b) ympyran keskipisteen etaisyys janteesta,

c) pienempdaa kaarta vastaava kehakulma,

d) pienemman kaaren sisaltama kehakulma.

Nelikulmiosta ABCD tunnetaan sivut BC=11.111mm ja CD=23.456 mm
seka kulmat <ABC=97.654°, <BCD=123.456° ja <CDA=56.544° . Voi-

daanko nelikulmion ympari piirtda ympyra? Jos ei voida, niin mink& mi-
tan pitaisi muuttua, jotta piirtdminen onnistuisi.

Maarita sen ympyrakaaren séde, jolta 567 mm pitka jana nakyy
v) 87.6 a)76.5 asteen suuruisessa kulmassa.

Maarita sen tasoalueen pinta-ala, josta 34.5 mm pituinen jana nakyy
kulmassa, joka on suurempi kuin  v) 120° a) 90° b) 55°.

Tarkastellaan ympyré4, jonka sade on 123 mm. Ympyran ulkopuolella ole-
vasta pisteesta P piirretdan sekantti, joka leikkaa ympyraa pisteissa A ja
B, joista A on l&hempana P:ta kuin B. Kuinka kaukana P on ympyréan
keskipisteesta O, jos PA=311 mmja v) AB=51 mm a) AB=91 mm?
Maarita piirtamalla ne pisteet, joista 50 mm pitka jana nakyy kulmassa

a) 40° Db) 90° c) 130° .

Maarita hihnan pituus, jos kuvan hihnapyoérien
sateet ovat 1.00 m ja 3.00 m seka pydrien keski-
pisteiden valimatka on v) 6.00m a) 9.00 m.

Maarita hihnapydrien keskipisteiden valimatka AB, kun hihnan pituus on
20.00 m seka pyorien sateet r, =1.00m ja v) ry=2.00m a) r;=1.90m.

Huom. Tarvittava yhtalo voidaan ratkaista vain numeerisesti!
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Vastauksia osan 1 tehtavien v-osioihin

1.1

1.3
2.2
2.5
2.7
2.9
3.1
3.3
3.5
3.7

55°, 145°, 325°,145°, 35° 1.2 B=5=47°y=c=43°
i) 125°, 55° ii) 145°, 35° 21 9.92m’

4.03 tai 10.28 2.4 39.3mm

6.437 m? 2.6 37800000 km?

0.159 m, 0.159 m 2.8 6.07 dm?

1.19 m 2.10 50%

0.620 m, 4.84 m? 3.2 0.6355m, 0.3211m
80.1 kg 3.4 4.45m?

0.422 dm? 3.6 2.03m

0.34 mm

3.8 15.84 % (Vinkki: Kuution tilavuudesta on pallon ulkopuolella yhté paljon kuin pallon tilavuudesta on

4.1
4.3
4.5
4.7
5.8
6.4
6.5

8.2
8.9

9.1

9.3

10.1
10.3
10.10
10.12
12.3
12.5
12.8

E

kuution ulkopuolella.)

14000 m? 4.2 41 mm

24.6 kg 4.4 0.2m, 0.1 m?,0.002m?* 16 kg
105, 314 46 185 mm, 296 mm

X=2715 y =956 57 1.84sr

2.58 sr 5.9 58.5°

Ssina kasvaa —1Ista +Ieen
vl) —78°+n-360° tai —102°+ n-360°
v2) +21°+n-360° v3) —42°+n-180°

4cos’®x -3 g7 119

cos”® X —3COos X 169
1~ cos(10x) 8.10 vl) 2cosw V2) 1

2 1+siny

vl) 2,120° —15° v2) 0.4, 107, 5?”
5sin(4x + %) 9.4 4.175sin(5x + 34.28°)
3773 10.2 18.45, 107.0 ja 108.6
9.69° ja 80.31° 10.9 58.502° tai 121.498°
37.9° tai 142.1° 10.11 25.1°
Jana b (Jo kolmion b) keskimmaisella osakolmiolla on kaksi mahdollisuutta.)
284 mm 12.4 487 mm’
357 mm 12.7 25.2m
4,99 m
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Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta

GEOMETRIA

Osa 2

Todistetaan Pythagoraan lause oikeaksi n-ulotteisessa avaruudessa.

Tarkastellaan n-ulotteisen avaruuden suorakulmaista kolmiota OAB,
missa sivu OA on kohtisuorassa sivua OB vastaan.

Lasketaan hypotenuusan AB pituuden nelid vektoriopin merkinndin
—2 _— ——2 S — _
‘AB‘ - ‘OB —OA‘ — (OB —OA)-(OB —OA)

=OB-OB -OB-OA-OA-OB +OA.OA

molemmat =0 kohtisuoruuden vuoksi
— 2 —2
~|oB[ + oA,

mika onkin kateettien nelididen summa.

Q@
samk
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13. AVARUUSGEOMETRIAA

13.1 Suorajataso

Kaksi avaruuden pistetta maarittdd suoran.
Tason kaksi suoraa voivat olla leikkaavia, yhdensuuntaisia tai sama.

Avaruudessa on myds uusi mahdollisuus: suorat ovat ristikkaiset, jolloin ne
eivat ole yhdensuuntaiset eivatka leikkaa toisiaan.

Kolme avaruuden pistettd, jotka eivat ole samalla suoralla, maarittavat tason.

Kaksi tasoa voi leikata toisensa (pitkin jotakin suoraa) tai olla yhdensuuntaisia
tai samoja.

Huomaa, etta taso on aina aarettoman laaja, vaikka sita esitetdankin monissa
kuvissa suunnikkaan tai kolmion avulla.

Suoran sanotaan olevan kohtisuorassa tasoa vastaan, jos suora on koh-
tisuorassa jokaista leikkauspisteen kautta kulkevaa tason suoraa vastaan.

Talléin sanotaan, etta taso on suoran normaalitaso ja kd&ntaen suora on ta-
son normaali.

Jos suora on kohtisuorassa kahta leikkauspisteen kautta kulkevaa tason suo-
raa vastaan, niin suora on kohtisuorassa kaikkia muitakin leikkauspisteen
kautta kulkevia saman tason suoria vastaan.

Kahden tason T, ja T, valinen kulma (ns.
diedrikulma) tarkoittaa kyseisiin tasoihin
piirrettavien tasojen leikkaussuoran L
normaalien n, ja n, valista pienempaa
kulmaa, joka on merkitty viereiseen
kuvaan yhtenaisella kaarella.

Tasojen valinen kulma on toisaalta myos
yhté suuri kuin tasojen normaalien n; ja
n, valinen pienempi kulma, joka on mer-
kitty samaan kuvaan katkoviivalla.
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13.2 Ortogonaaliprojektio ja yleinen
suuntaisprojektio

Pisteen A ortogonaaliprojektio (eli kohtisuora
projektio) tasolla T tarkoittaa pisteesta A tasolle
T piirretyn normaalin kantapistetta A”.

Kuvion K ortogonaaliprojektio tasolla T tarkoittaa
kuvion K pisteiden ortogonaaliprojektioista
muodostuvaa kuviota K’.

Suoran L ja tason T valinen kulma (eli
suoran L kaltevuuskulma tason T suhteen)
tarkoittaa suoran L ja suoran tasolla T olevan
ortogonaaliprojektion L valista kulmaa.

Lause. Ortogonaaliprojektiolle on voimassa tulokset:

1) Janan jakosuhde sailyy ts.
jos piste P jakaa janan AB suhteessa m:n,
niin projektiopiste P~ jakaa kuvajanan A'B’
samassa suhteessa m:n .

2) Suorien yhdensuuntaisuus sailyy ts.
yhdensuuntaisten suorien ortogonaali-
projektiot ovat yhdensuuntaiset eli

LIk =LY

3) Kuvatason T suuntaisen tasokuvion K orto-
gonaaliprojektio K on yhteneva alkuperaisen
kuvion kanssa.

4) Janan a tasolla T olevan ortogonaali-
projektion a” pituus = janan a pituus
kerrottuna kaltevuuskulman kosinilla ts.

a=a-cosa

5) Jos tasokuvio projisioidaan kohtisuorasti toiselle tasolle, niin kuva-alueen
pinta-ala A’ = alkuperaisen tasokuvion ala A kerrottuna tasojen vélisen
kulman kosinilla:

A =A-cosa
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Tulos 5) on ilmeinen sellaiselle suorakulmiolle,

jonka toinen sivupari on kohtisuorassa tasojen b
leikkaussuoraa vastaan, koska tallaisen suora- A
kulmion toinen sivu séilytta4 pituutensa ja toi- : 2
sen sivun pituus tulee kerrottua tasojen vali- ___Z;__ /_\

sen kulman kosinilla. / A b \
o \_&cosa

Koska jokaisen tasokuvion alaa voidaan arvioida
mainitunlaisilla kapeilla suorakulmaisilla kaistaleilla,
niin alaa koskeva tulos on voimassa kaikille taso-
kuvioille.

6) Suoran kulman ortogonaaliprojektio on
- tylppa kulma, jos suoran kulman molemmat kyljet tai molempien kylkien
jatkeet leikkaavat kuvatason (todistus harjoitustehtavana!)
- terava kulma, jos toinen kylki ja toisen kyljen jatke leikkaavat kuvatason
- suorakulma, jos ainakin toinen kulman kyljista on kuvatason suuntainen,

koska suoran kulman aarettoméan pienella kalistuksella paadytadn kum-
paan tahansa edellisista vaihtoehdoista.

Suuntaisprojektiossa kaikki kuvasateet ovat yhdensuuntaisia »
(eivat siis valttamatta kohtisuorassa kuvatasoa vastaan).

Ortogonaaliprojektio on suuntaisprojektion erikoistapaus, = ;
jossa kuvasateet ovat kohtisuorassa kuvatasoa vastaan.

Sellaista suuntaisprojektiota, joka ei ole kohtisuora, voidaan sanoa vinoksi
suuntaisprojektioksi.

Kaikille suuntaisprojektioille on voimassa edellisen lauseen kohdat 1-3, mutta
pituuksien (ja alojen) valilla ei ole yleisessa tapauksessa yhta yksinkertaista
riippuvuutta kuin ortogonaaliprojektiossa.

Huomautus. Suuntaisprojektiossa voi kuvajanan pituus olla pidempikin kuin
alkuperéisen janan pituus, kuten auringon laskiessa lipputangon heittovarjoa
maan pinnalla esittavasta kuvasarjasta ilmenee:

o B s
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13.3 Keskusprojektio

lahteen antama varjokuva tasolla.

Keskusprojektiossa kaikki kuvaséateet kulkevat P l\\
saman pisteen eli projektiokeskuksen P kautta,

jolloin syntyy ns. perspektiivikuva.

Kyseessa voi olla esimerkiksi pistemaisen valo- |\

Keskusprojektio esiintyy myods esimerkiksi ns.
neulanreikdkamerassa (tai vahan muuttuneena
silmassa), jolloin projektiokeskus P sijaitseekin
alkuperaisen kuvion ja sen kuvan valissa.

Suuntaisprojektiota voidaan pitdd keskusprojektion sellaisena erikois-
tapauksena, missa projektiokeskus on siirtynyt darettoman kauas ja tarkastel-
tavat kuvaséateet ovat tulleet yhdensuuntaisiksi.

P P

Keskusprojektiolle ei ole voimassa edellisen lauseen kohdat 1 ja 2,
mika ilmenee ajateltaessa pitkéan suoran junaradan kuvaa:

Siind yhdensuuntaiset kiskot nayttavat leikkaavan horisontissa

ja ratapolkkyjen valiset yhta pitkat kiskon osat nayttavéat
eripituisilta.

Keskusprojektiolle edellisen lauseen kohta 3 on

muutettava muotoon - -
3") Kuvatason suuntaisen tasokuvion kuva keskus- ;’E

projektiossa on yhdenmuotoinen alkuperaisen kuvion kanssa.

T
I

Keskusprojektioon liittyvien pituuksien ja kulmien laskeminen on yleensa var-
sin ty6lasta.
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13.4 Avaruusgeometrian tehtavia

Tyypillisessa avaruusgeometrian tehtavassa kysytéaan tavallisesti jonkin janan
pituutta tai kulman suuruutta tai sitten jotain muuta suuretta (esimerkiksi alaa
tai tilavuutta), jonka arvo saadaan pituuksien ja kulmien avulla laskettua. Tal-
laisen tehtavan voit usein ratkaista seuraavin valivaihein:

1) Piirra tilanteesta "3-ulotteinen” mallikuva, johon merkitset tunnetut osat
Kiinnittéen erityista huomiota mahdollisiin suoriin kulmiin.

2) Etsi mallikuvasta sellainen mahdollisimman helposti selvitettava kolmio,
jonka yhtend osana maaritettava jana tai kulma on. Piirrd kyseinen kolmio
erilleen ja merkitse siihen tunnetut osat. Mikali tunnet kolmiosta kolme
osaa, joista vahintaan yksi on sivu, niin kolmio voidaankin jo ratkaista.

2") Mikéli edellisessa vaiheessa loytamastasi kolmiosta ei tunneta riittavasti
0sSia, niin koeta selvittda, mitka kolmion osat voidaan selvittda muiden kol-
mioiden avulla. Piirrd nama kolmiot erilleen ja merkitse niihin tunnetut osat.

2°") Mikali uusissakin kolmioissa on lilan vahan tunnettuja osia, niin naita osia
yritetdan maarittaa jalleen uusien kolmioiden avulla. Menettelya jatketaan
kunnes kaikista tarvittavista kolmioista voidaan maarittaa riittavasti osia.

Esimerkki. Maarita kuution avaruuslavistgjan kaltevuuskulma pohjanelion
suhteen.

1) Piirretaan kuutiosta ja sen avaruuslavistajasta :

AP havainnollinen mallikuva. Olkoon kuution A e
sarmas. '
Koska janan AP kaltevuuskulma pohjatason P S
suhteen saadaan janan ja sen ortogonaali- AT B
projektion AC valisena kulmana, niin kuution

sisalle muodostuu suorakulmainen kolmio PAC. P

2) Piirretaan kolmio PAC erilleen.

e

A
2") Koska kolmiosta PAC tunnetaan vain suorakulma C

ja kateetti PC = s, niin tuntemattoman kateetin AC

ratkaisemiseksi piirretaan viela kuution pohjakin, 0 '

jonka suorakulmaisista kolmioista saadaan
AC =sV2.

Vaiheen 2) kolmiosta saadaan lopulta

PC S 1 SO
tan(«PAC) = = = :
CA svz 2 A 5

josta <PAC =35.3°
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Esimerkki. Maarita saanndllisen tetraedrin (el
nelitahokkaan) tahkojen valinen diedrikulma.

Olkoon tetraedrin s&rman pituus s.

Saanndllisessa tetraedrissa kaikki nelja tahkoa ovat
kesken&én samanlaisia tasasivuisia kolmioita ja
kaikkien tahkojen valiset diedrikulmat ovat tietenkin
keskenaan yhta suuria.

Maaritetaan erityisesti sivutahkon DBC ja pohja-
tahkon ABC valinen diedrikulma.

Olkoon E sarméan BC keskipiste. Koska saanndllisen
tetraedrin kaikki nelja sivutahkoa ovat tasasivuisia

kolmioita, niin sdrman keskipiste E on myo6s tahkoihin S
DBC ja ABC piirrettyjen korkeusjanojen kantapiste.

Na&in ollen tahkojen valinen diedrikulma saadaan E
janojen DE ja AE valisena kulmana kolmiosta DEA H

(katso diedrikulman maaritelma kohdasta 13.1). AD

Tetraedrin tahkoista saadaan Pythagoraan lauseella
2
AE = DE = sz—@j =§. S s

Kolmionratkaisuohjelmamme ei kasittele kolmiota, ]
jonka sivut ovat symbolisessa muodossa. Siksi B E C

S
korvaammekin kolmion DEA sivut s, % ja % 2
yhdenmuotoisen kolmion sivuilla 1, \/5/2 ja \/§/2 , jolloin saamme
XDEA =70.5° . Kysytyn kulman voi vaihtoehtoisesti laskea kosinilauseella

samasta kolmiosta DEA, jonka sivut tunnetaan.

Esimerkki. Tarkastellaan vaakasuorassa

tasossa olevaa suorakulmiota ABCD, jossa

AB =8.00m ja AD =6.00m. Olkoon piste

P kohtisuoraan pisteen A ylapuolella 18.00

metrin korkeudella. M&arita

a) sivujanan PC kaltevuuskulma pohjatason
ABCD suhteen seka

b) tasojen PBD ja ABCD vélinen kulma.

Pohjan suorakulmiossa kaikki karkikulmat
ovat luonnollisesti suoria kulmia seka vas-
takkaiset sivut pareittain yhta pitkia, joten

DC=AB=8.00m ja BC =AD =6.00 m.
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Pystysuora suora PA on vaakasuoran tason ABCD A
normaali, joten PA on kohtisuorassa jokaista pisteen

A kautta kulkevaa tason ABCD suoraa vastaan. Nain
ollen myohemmissa kuvissa erityisesti kulmat PAC ja
PAE ovat suoria kulmia.

a) Janan PC kaltevuuskulma tason ABCD suhteen
saadaan janan PC ja sen ortogonaaliprojektion C D
P"C=AC valisena kulmana PCA suorakulmaisesta

kolmiosta PCA.

Ensin on kuitenkin laskettava kolmion sivu AC, joka saadaan pohjasuorakul-
mion lavistajana Pythagoraan lausetta kayttaen

AC =+/AD? + DC? =10.00 m.

Em. suorakulmaisesta kolmiosta PAC saadaan lopulta
tan(«xPCA) = PA = 18 =1.8, josta <«<PCA =arctanl.8=60.9°.
AC 10 =

b) BD on tarkasteltavien tasojen PBD ja ABCD leikkaussuora. Piirretaan edel-
liseen (vinoon) tasoon jana PE kohtisuoraan janaa BD vastaan (katso 3-
ulotteinen mallikuva). Koska nain syntyvan suorankulman PED toinen kylki ED
on pohjatasossa (ja siis samalla pohjatason suuntainen), niin tdman suoran-
kulman PED ortogonaaliprojektio <xAED pohjatasolla on my6s suorakulma
(katso pykalan 13.2 olleen lauseen kohta 6). Siispa AE on kohtisuorassa janaa
BD vastaan. Nain ollen tasojen PBD ja ABCD valinen diedrikulma saadaan
leikkaussuoran BD normaalien PE ja AE valisena terdvana kulmana.

Diedrikulma PEA saadaan suorakulmaisesta kolmiosta PEA, josta pitaisi kui-
tenkin ensin maarittaa viela yksi osa, esimerkiksi sivu AE.

Pyramidin pohjasuorakulmiossa olevan osakolmion ABD korkeusjanan AE voi
laskea esimerkiksi kolmionratkaisuohjelmalla tai lausumalla kolmion alan kah-
della eri tavalla:
%-8.00 16.00 = %-10.00 'AE,
josta saadaan AE = 4.80.
Edella esitetysta suorakulmaisesta kolmiosta PEA saadaan
_ PA _18.00
tan(xPEA) = AE 480 °
mista edelleen «<XPEA =75.1°.
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Esimerkki. Maaritd suoran saanndllisen 5-sivuisen
pyramidin vaipan ala, kun pyramidin korkeus on
h =222 mm ja pohjamonikulmion sivu a = 123 mm.

Pyramidin sivusarmé s saadaan kuvan suorakulmaisesta
kolmiosta POA, kunhan vain ensin laskemme pohjan
keskipisteen O etaisyyden r pohjan karkipisteesta A.

Pohjan suorakulmaisesta kolmiosta saadaan

sin[309°)_82 [ __ @2 0463 mm
2-5 r sSin36°

joten s =+h®+r? =245.42 mm.

Koska pyramidin yhden sivutahkon sarmét a
ovat s, s ja a, niin kolmionratkaisuohjelmalla

tai Heronin kaavalla A =/p(p—a)(p —b)(p -c) a
saamme yhden tahkon alaksi 14611.7 mm?.

Viiden sivutahkon yhteisalaksi saadaan a
73058.5 mm® eli pyoristettyna 73100 mm? .

Esimerkki. Maarita henkildiden A ja B valimatka tasaisessa hiekkaerdmaassa,
kun he tekevét 3,5 km korkeudessa lentavasta lentokoneesta L seuraavat
havainnot: Henkild A nékee lentokoneen tarkalleen koillisessa 23° vaaka-
tason ylapuolella. Henkil6 B nakee samanaikaisesti lentokoneen 32° vaaka-
tason yldpuolella suunnassa, joka on 85° pohjoisesta lanteen.

Olkoon C se vaakatason piste, joka L
sijaitsee suoraan lentokoneen alapuolella.

Suorakulmaisista kolmioista ACL ja BCL
saadaan

C= CL =8.245 km
tan23°
ja
BC = CL =5.601 km. /
tan 32° 7 A

Koska vaakatason kolmion ABC karjessa C oleva kulma on 45° +85° =130°,
niin joko kolmionratkaisuohjelmalla tai kosinilauseella

AB = \/AC2 +BC?*-2.AC-BC- COS(<):ACB) =12.598 mk =12.6 km.
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Vinkki: Joissakin avaruusgeometrian tehtavissa kappaleen vaippa kannattaa
levittad auki tasokuvioksi.

Esimerkki. Kuinka pitkd matka karpasen on vahintaan P
kuljettava pitkin suoran ympyrékartion muotoisen sokeri-

topan pintaa, jos se lahtee pohjaympyralla olevasta

pisteesta A ja maaranpaana on pisteeseen A paattyvan B
sivuviivan PA keskipiste B. Kéarpanen ei saa menna

suoraan sivuviivaa pitkin pisteesta A pisteeseen B, vaan A

sen on matkallaan kierrettava kartion ympari eli reitin

pitaa kulkea jokaisen sivuviivan poikki. Kartion korkeus

on 456 mm ja pohjaympyran sade a) r, =123 mm b) r, =345 mm.

a) Koska kartion sivuviivan pituus on s, = \/456° +123? = 472.298, niin kar-
tion vaipasta saadaan auki levittamalla 472.298 mm-séateisen ympyran sektori,

jonka keskuskulma « saadaan ehdosta A
sektorin kaaren pituus = kartion pohjaympyran piiri B
o . = F
< 3500 2rs, =2nf, .
& a=12.360°=93.7544°
S, B

Koska suora viiva antaa kahden pisteen valisen

lyhimman etdisyyden, niin karpasen kannattaa

kulkea aukilevitettyyn vaippaan merkittya janaa pitkin. A
Reitin pituus saadaan kuvassa nakyvasta kolmiosta,
jonka sivuina on sivuviiva 472.298 ja sen puolikas 236.149 .

Vaikkapa kolmionratkaisuohjelmalla tai kosinilauseella saamme reitin pituu-
deksi 541.699 eli pydristettynda 542 mm.

b) Kartion sivuviivan pituus on nyt s, =/456° +345° =571.805.
Kartion vaipasta saatavan ympyrasektorin keskuskulma on nyt

B=To.360°=217.207°
Sb

Oleellista on, ettd sektorin keskuskulma on yli
180 astetta, jolloin a-kohdan mukainen ratkaisu
ei enda tule kyseeseen. Karpasen kannattaakin
nyt ilmeisesti kulkea aivan sivuviivan vierella
erittain l&helle huippua ja palata saman (halkaistun)
sivuviivan toista puolta takaisin.
Matkaa kertyy (darimmaisen vahan paalle) puolitoista sivuviivaa el

1.5-571.805=857.708 = 858 mm.
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Esimerkki. Suoran ympyralierion korkeus on 7890 mm ja pohjan sade 345
mm. Lierion alareunasta alkava, tasaisesti nouseva ruuviviiva paattyy ylareu-
naan kierrettyaan lierion ympari kolme kertaa. Maarita ruuviviivan pituus.

"Levitetaan lierion vaippaa
kolme kierrosta”, jolloin saa- ,
daan suorakulmio, jonka kanta [~
on kolmen kierroksen pituinen.
Aukilevitetty ruuviviiva nousee taman suorakulmion alanurkasta suoraan vas-
takkaiseen ylanurkkaan, joten sen pituus on

J7890% + (327 - 345)? =10224.6 ~ 10200 mm

-

Tehtavia

13.1

13.2
13.3

13.4

13.5

13.6

Tarkastellaan suorakulmaista sarmiéta, jonka pohjasarmat ovat 123 mm
ja 234 mm sekda korkeus v) 345 mm a) 456 mm. Maarita sarmion ava-
ruuslavistgjan kaltevuuskulma pohjatahkon suhteen.

Maarita kuution kahden avaruuslavistajan valinen kulma.

Tarkastellaan suoraa ympyralieri6ta, jonka korkeus on 1350 mm ja poh-
jaympyran sade 95.0 mm. Kuinka pitk& on se ruuviviiva, joka nousee
alapohjan pisteesta A ylapohjan pisteeseen B kierrettyaan lierion ympari
tarkalleen v) 2.5 a)3.5 Kkierrosta.

Tarkastellaan suoraa ympyrapohjaista kartiota, jonka korkeus on 234
mm ja pohjaympyran sade v) 321 mm a) 432 mm.

Olkoon AB pohjaympyran eras halkaisija ja P kartion huippu. Olkoon pis-
te C kartion sivuviivan PB keskipiste. Kuinka pitkd matka on pisteesta A
pisteeseen C pitkin kartion vaippaa.

Tarkastellaan kolmisivuista pyramidia, jonka huippu P osuu vaakasuoran
pohjan ABC karkipisteen A ylapuolelle. Tiedetdan, ettd AB=44.00,
BC=55.00, CA=66.00 ja v) PA=77.00 a) PA=88.00. Tarkastellaan
sivutahkon PBC karjesta P alkavaa keskijanaa PE.

)] Maarita PE:n kaltevuuskulma pohjatason suhteen.

i) Maarita sivutahkon PBC ja pohjatason valinen kulma.

Tarkastellaan suoraa saanndllista 6-sivuista pyramidia ABCDEFP, jonka
huippu on P, korkeus 333 ja pohjan sivu v) 111 a) 222.
) Maarita vaipan ala.
i) Maarita pohjan karkipisteen A ja vastakkaisella puolella olevan sivu-
viivan PD keskipisteen Q valinen lyhin etaisyys lapi pyramidin.
i) Maarita lyhimman reitin pituus pisteesta A pisteeseen Q pitkin karti-
on vaippaa.
Iv) Maarita lyhimman reitin pituus pisteesta A pisteeseen Q siten, etta
ensin kuljetaan pitkin pohjaa ja lopuksi pitkin yhta sivutahkoa.
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14.VEKTOREIDEN PERUSKASITTEITA

Suureet voidaan jakaa skalaareihin ja vektoreihin.

Skalaarisuureeseen liittyy pelkk& suuruus, joka voidaan ilmoittaa yhdella luvul-
la ja siihen liittyvalla mittayksikolla. Esimerkiksi janan pituus, kuvion pinta-ala,
kappaleen massa ja ympariston lampdtila ovat skalaarisuureita.

Vektorisuureeseen liittyy suuruuden liséksi tietty suunta. Esimerkiksi siirtyma,
nopeus ja voima ovat vektorisuureita. Niinpa kahden siirtyman yhteisvaikutus
voidaan maarittaa vasta, kun siirtymien pituuksien liséksi tunnetaan myos nii-
den suunnat. Samoin voiman vaikutus voidaan selvittda vasta, kun voiman
suuruuden lisaksi tunnemme sen suunnan.

Geometrisen tason tai avaruuden vektoria merkitaan
alku- ja loppupisteidensa avulla muodossa AB _tai lyhy- A/B
emmin yhdella pikkukirjaimella esimerkiksi a, a tai a ..

Fysiikassa suureen vektoriluonne ilmaistaan lihavoimalla suureen vakiintunut
tunnus tai merkitsemalla sen paaélle nuoli tai viiva. Esimerkiksi voimavektorista
voidaan kayttaa merkintéja F, F tai F. Fysiikan vektorisuureita voidaan ha-
vainnollistaa kuvaan piirretyilla vektoreilla, joiden suunta valitaan esitettavan
vektorin suuntaiseksi ja joiden pituus riippuu suureelle sovitusta mittakaavasta.

Esimerkki. Verstaan katosta kdysien
varassa riippuvaan kappaleeseen, jonka
massa on 200 kg, vaikuttavat voimat voi-

daan havainnollistaa viereisilla kuvilla. k=1:400
. . . Kummassakin
Kummassakin kuvassa esiintyy kahta eri kuvassa
pituutta”: Yhtaalta geometristen viivojen — 1000 N k=1:200

pituudet, jotka nakyvat kuvassa tietyissa
IImoitetuissa mittakaavoissa ja joita mita-
taan metrien avulla, seka toisaalta voimien suuruudet, joita mitataan newto-
neilla ja havainnollistetaan kuvaan piirrettyjen voimavektoreiden pituuksilla,
vaikkakaan emme todellisuudessa nae voimia tietyn mittaisina.

Kuvaan merkitty voimavektorin pituus kuvaakin siis vain voiman suuruutta il-
man, etta se mitenkaan liittyisi todellisen geometrisen pituuden kasitteeseen.

Kaikkia yhta pitkid ja samansuuntaisia vektoreita pidetaan
matematiikassa alkupisteesta riippumatta samana vektorina,
joten matemaattinen vektori voidaan siirtdd paikasta toiseen,
JOS sen suunta ja suuruus sailyy.

Fysiikassa asia ei aina ole nain kuten seuraavasta esimerkista ndemme.

]l
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Esimerkki. Voiman kiertovaikutus riippuu oleellisesti voi-
man vaikutussuorasta. Suoralla L, vaikuttavilla yhta suu-
rilla voimilla on keskendéan sama vaikutus, mutta niiden
kiertovaikutus akselin a suhteen eroaa oleellisesti suo-
ralla L, vaikuttavien samansuuruisten voimien vaikutuk-

sesta. Jaykan kappaleen mekaniikkaa tutkittaessa voima
voidaankin siirtdd kappaleen sisalla pitkin vaikutussuoraansa.

Elastisen kappaleen muodonmuutoksia tutkittaessa E F
voimaa ei sen vaikutuksen muuttumatta saa kuiten- —}’ )—>
kaan siirtdd edes vaikutussuoraansa pitkin.

Vaikka fysiikan ja matematiikan vektoreilla on eroavuuksia, niin vektorilaskenta
on erinomainen apuvaline monien fysikaalistenkin ongelmien ratkaisemisessa.

Merkintoja

Merkitaan ‘5‘ =geometrisen vektorin a pituus tai fysikaalisen vektorin a suu-

ruus. Joissakin kirjoissa vektorin a pituutta (suuruutta) sanotaan vektorin
normiksi ja merkitaan HaH

Esimerkki. Fysikaalisen voimavektorin suuruus voi olla esimerkiksi ‘E‘ =8 N.

Geometrisista nelion lavistaja- ja sivuvektoreista voidaan puolestaan todeta,
etta ‘d‘ = ‘s‘\/i tai vaikkapa ‘s‘ =12 mm .

Vektoreiden a ja b vilista (pienempad)

]|

kulmaa merkitaan £(a,b), kun vektorit
on siirretty alkamaan samasta pisteesta.

ol

A

Esimerkki. Viereisessa kuvassa vektoreiden

aja b valinen kulma ei ole 45°, vaikka silti ehka
ensin vaikuttaa.

A

N
; x

vektorit on siirrettédva alkamaan samasta pisteesta,

Koska vektoreiden valista kulmaa maaritettaessa
niin vektoreiden valinen kulma onkin noin 135°.
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Vektoreiden a ja b yhdensuuntaisuus a | b kasittaa kaksi eri mahdollisuutta:

aT b elivektorit ajab ovat

samansuuntaiset ts. X(a,b)=0. //;
aT™ b elivektorit a jab ovat ‘?/5

vastakkaissuuntaiset ts. £(a,b)=180°.

Huomautus. Vektorin a suuntainen vektori tarkoittaa joissakin yhteyksissa
vektorin a kanssa samansuuntaista vektoria ja joissakin toisissa yhteyksissa

vektorin a kanssa yhdensuuntaista vektoria. Mikéli sekaantumisen vaara on
olemassa, niin on kaytettava pidempia yksikasitteisia ilmaisuja.

Vektoria, jonka pituus on yksi, sanotaan yksikkévektoriksi.

. - . . . - L) _0
Vektorin a suuntaista yksikkdvektoria merkitaan a .

Se toteuttaa ehdot a’ 11 a ja ‘a ‘zl.

Sanonta "vektorin a suuntainen yksikkovektori" tarkoittaa siis vektorin a kans-

sa samansuuntaista yksikkovektoria (eika yleisempéaa vektorin a kanssa yh-
densuuntaista yksikkovektoria).

—0
Merkintd a perustuu algebrasta tuttuun lukuja koskevaan laskulakiin a® =1,
vaikka kyseessa ei nyt olekaan vektorin potenssi.

Jos £(a,b)=90°, niin sanotaan, ett4 vektori a on a
kohtisuorassa vektoria b vastaan ja merkitdan a L b,

Vektorit a ja b ovat toistensa vastavektoreita, jos
‘5‘ = ‘5‘ ja aT b . Vektorin a vastavektoria merkitaan

luonnollisella tavalla —a.

Vektoria, jonka pituus on nolla, sanotaan nollavektoriksi 0.

Koska nollavektorilla ei ole mitdan tiettyd suuntaa, niin nollavektorin ja jonkin
toisen vektorin valinen kulma ei ole maaritelty.

Vektorin komponentteihin jaon yhteydessa pidamme kuitenkin nollavektoria
annetun vektorin suuntaisena (tai sitd vastaan kohtisuorana) komponenttina,
jos etsityn kaltaista, nollavektorista eroavaa komponenttivektoria ei ole.
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15. VEKTOREIDEN
PERUSLASKUTOIMITUKSET

Maaritelma. Jos vektorit a ja b ovat yhté pitkat ja samansuuntaiset, niin ne
ovat samat eli identtiset eli yhta suuret ja merkitdédn a=>b .

Sanonta "vektorit ovat yhta suuret" on sikali kuitenkin huono, etté se tarkoittaa
usein vain vektoreiden pituuksien (suuruuksien) yhtasuuruutta ja vektorit voivat
olla erisuuntaisetkin.

Maaritelma. Vektoreiden a ja b summa a+b tarkoittaa

vektoria, joka alkaa vektorin a alkupisteesta ja paattyy

vektorin b loppupisteeseen, kun vektorit on asetettu tois-
tensa jatkeiksi yhteenlaskuun merkityssa jarjestyksessa.

Vektoreiden summaa sanotaan resultantiksi ja yhteen-
laskettavia summan komponenteiksi.

Huomautus. Vektoreiden summa kuvaa perattaisten siirtymien Iopputulosta
Jos naet kappale siirtyy ensin vektorin a verran ja sitten vektorin b verran, niin
kokonaissiirtymaa edustaa vektoreiden a ja b edella maaritelty summa.

Vektoreiden summa voidaan maaritella myods sen
suunnikkaan lavistajana, jonka sivuvektoreina ovat
yhteenlaskettavat vektorit.

Suunnikkaan ominaisuuksien perusteella vektorl-

summa noudattaa vaihdantalakia ts. a + b=b+a

Huomautus. Kokeellisesti on helppo todeta, etta
kahdella samanaikaisesti vaikuttavalla voimalla F,

ja F_2 on sama yhteisvaikutus kuin yhdella voimalla,
joka on maaraytynyt em. suunnikassaannolla.

Vektoreiden erotus on turvallisinta
maaritelld vastavektorin lisddmisena:

] |

Madritelma. a— a+( b)
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Vektorin kertominen luvulla (skalaarilla) maaritellaadn seuraavasti:

Maéritelméa. Olkoon t mielivaltainen reaaliluku ja a vektori. Silloin tulo ta on
vektori, joka toteuttaa seuraavat ehdot

1) tal =t|[a]

taTlTa, jost>0
2) _ .
taTa, jost<0

Esimerkki. Viereisessa kuvassa havainnollistetaan

annetun vektorin a kertomista reaaliluvulla muuta-
massa erikoistapauksessa.

Huomautus. Kertomerkkia ei ole tapana kayttaa kasinkirjoitetussa tai paine-
tussa tekstissa, kun luvulla kerrotaan vektori. Monet apuvélineet lisaavat ker-
tomerkin kuitenkin selvyyden vuoksi.

Huomautus. Maaritelman ehdossa 1) pystyviivat tarkoittavat kahta eri asiaa:
reaaliluvun itseisarvoa ja vektorin pituutta. Kyseinen ehto olisi selvempi, jos
pituus merkittaisiin normina kayttaen kaksinkertaisia pystyviivoja:

Jta] = ] -
Aivan vastaavasti joissakin ohjelmissa ja laskimissa funktio abs tarkoittaa seka

luvun itseisarvoa ettd vektorin pituutta, kun taas toisissa ohjelmissa ja laski-
missa (esimerkiksi Tl) on néiden laskemiseksi eri funktiot abs ja norm .

Maéritelmé&. Vektori jaetaan reaaliluvulla kertomalla se kdanteisluvulla:
a_1;
—==a.
t t

Lause. Vektorin suuntainen yksikkovektori saadaan jakamalla vektori pituudel-
laan.

Todistus: Riittaa osoittaa, etta vektorin a/ HEH pituus on 1.

— 1 —
- -
z

i |2 2 &=1
F R A
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Seuraava lause on ilmeisesti voimassa nollavektorista eroaville vektoreille
ajab.

Lause. Vektorit a ja b ovat yhdensuuntaiset
< on olemassa sellainen luku t, ettha=tb .

Vektorit a ja b ovat samansuuntaiset
< on olemassa sellainen positiivinen luku t, etta a=tb .

Vektorit a ja b ovat vastakkaissuuntaiset
< on olemassa sellainen negatiivinen luku t, ettd a=t b.

Huomautus. Kaikki edella maaritellyt vektoreiden peruslaskutoimitukset nou-
dattavat algebrasta tuttuja lukujen laskulakeja.

Niinpa vektoreiden yhteen- ja vahennyslaskua seké skalaarilla kertomista si-
saltavien lausekkeiden sieventaminen ja yhtaléiden ratkaiseminen tapahtuu
kuten vastaavien reaalilukuja koskevien lausekkeiden ja yhtéloiden kasittele-
minenkin.

Samoin seuraavien esimerkkien mukaiset vektoreiden yhteen- ja vahennys-
laskua sekéa skalaarilla kertomista sisaltavat vektorilausekkeet voidaan sieven-
taa ja vektoriyhtaltt ratkaista kehittyneella laskimellakin jattamalla tarkoituksel-
lisesti vektoriviivat syotteeseen merkitsematta ja ajattelemalla vektoriviivat las-
kimen antamaan vastaukseen.

a-4b

Esimerkki. 3(2a+ 4b)- = 6a+12b —(0.5a— 2b) = 5.5a + 14b

Esimerkki. Ratkaistaan tuntematon vektori x alla olevasta yhtalosta algebran
tavallisia laskusaantoja kayttaen:

2(3x—a)=3x+4b < 6x-2a=3x+4b < 6x-3x=2a+4b

WS Y _2a+4b _27 4Ap
& 3X=2a+4b < x——3 3a+3b

Huomautus. Vektorin ja luvun summaa tai erotusta ei maaritella, ei myodskaan

minkaan lausekkeen jakamista vektorilla. Niinpa lausekkeita a + 3, 3 a

a b
ei ole maaritelty, joten niita ei saisi edes kirjoittaa nakyviin puhumattakaan sii-

ta, etta lausekkeita voisi jotenkin muokata.
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Maaritelma. Origosta O pisteeseen A piirrettya vektoria A
OA sanotaan pisteen A paikkavektoriksi.

Pisteen paikkavektoria merkitdan usein vastaavalla a
pikkukirjaimella, esimerkiksi OA = a. 0
Koska kuvan mukaisesti OA + AB =OB, niin A B

AB =OB —OA. Niin olemme saaneet tarkean tuloksen:

Lause. Kahden pisteen valinen vektori saadaan vahentamalla loppupisteen
paikkavektorista alkupisteen paikkavektori

AB =0OB -OA

Esimerkki. Lausutaan janan AB keskipisteen M
paikkavektori paatepisteiden paikkavektoreiden avulla.
Kuvan mukaisesti saadaan

OM -OA+ 22 ~0A+ 2228 2ATD8

Tulos kannattaa muistaa seuraavassa muodossa:

Lause. Janan keskipisteen paikkavektori on paatepisteiden paikkavektoreiden
keskiarvo.

Maéritelméa. Sanotaan, ettd janan AB A
piste X jakaa janan AB sisapuolisesti (p)

0 s AX_P )
suhteessa p:q, jos XB q B

Huomautus. Jakosuhdetta ilmoitettaessa janan paatepisteiden mainitsemis-
jarjestys liittyy janan osien jarjestykseen:

Maaritelmasséa mainittu piste X jakaa janan BA (vastakkaiseen suuntaan kuin

edelld luettuna) suhteessa q:p, silla % -9,

92 Timo Ojala, Leena QOjala, Timo Ranta: Geometria 92
Ojalain laskuopit




Esimerkki. Esitetaan pisteen X paikkavektori janan AB paatepisteiden paik-
kavektoreiden avulla, jos piste X jakaa janan AB sisapuolisesti suhteessa p:qg.

OX =OA + AX =OA + —— AB
P+q

(OB -OA)

_OA+
p+q

_(p+9)OA+p(OB-0A)

B p+q

_ qOA+pOB _ga+pb

. g+p  g+p
Saman tuloksen saa tietenkin myos kulkemalla toista kautta

OX =OB +BX =OB + —1_BA =
P+q

Esimerkin lopputulos voidaan esittaa sanallisesti muodossa:

Lause. Janan sisdpuolisen jakopisteen paikkavektori on paatepisteiden paik-
kavektoreiden painotettu keskiarvo, painoina jakosuhdetta ilmoittavat luvut
"kdanteisessa" jarjestyksessa.

Esimerkki. Maaritd homogeenisen kolmiolevyn
painopisteen paikkavektori karkipisteiden
A, B ja C paikkavektoreiden lausekkeena.

Kolmiolevyn painopiste sijaitsee keskijanojen
leikkauspisteessa P, joka jakaa kaikki keski-
janat (my6s AD:n) suhteessa 2:1. Niinpéa
kuvan mukaan

o_P’=o—A’+A—P’=c7&+§E

—OA+ (OD OA)=a+ 2(b+C a)=arb+c

Tama tulos voidaan esittaa sanallisesti seuraavassa muodossa:

Lause. Homogeenisen kolmiolevyn painopisteen paikkavektori on karkipistei-
den paikkavektoreiden keskiarvo.
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Maéritelmé&. Sanotaan, ettd janan AB
jatkeella oleva piste Y jakaa janan AB A

ulkopuolisesti suhteessa p:q , jos (9)—y
YA_P
YB q°

Esimerkki. M&aritelman viereisessa kuvassa
- piste Y jakaa janan AB ulkopuolisesti suhteessa 3:1
- piste Y jakaa janan BA ulkopuolisesti suhteessa 1:3

Tehtavia

15.1 Maarita piirtamalla ja laskemalla vektoreiden a-b ja 2a+3b pituu-
det, kun ‘a‘ =3.45, ‘b‘ =2.34 ja <(a,b)on V) 56.7° a) 76.5°

15.2 Tarkastellaan kolmiota ABC, jonka sivut ovat AB =56 mm, BC =67 mm
ja CA =78 mm. Maarita joko kolmionratkaisuohjelmaa hyvaksikayttaen

tai piirtamalla ja mittaamalla  v) <(AB,BC)  a) «<(BC,CA).

15.3 Tarkastellaan x-akselin pisteitd O(x = 0) ja A(x =10) . Maarita se piste,
joka jakaa janan i) OA ii) AO sisapuolisesti suhteessa v) 1:3 a) 4:1.

15.4 Olkoon O origo ja kolmion ABC karkipisteiden paikkavektorit olkoot
a b ja c. Olkoon piste P janan OA keskipiste. Jakakoon piste Q janan
AB sisapuolisesti suhteessa v) 2:5 a) 3:1. Jakakoon piste R janan
BC ulkopuolisesti suhteessa 3:2. Piirra tilanteesta periaatekuva. Lausu
em. paikkavektoreiden avulla vektorit OP , OQ , OR , PQ, PR ja RQ.

15.5 Olkoot a ja b kuvan mukaiset vektorit ja olkoon

yksikko kuvaan merkityn mittainen.

Seuraavassa on joukko lausekkeita. Veda viiva
niiden lausekkeiden yli, jotka eivat ole maariteltyja.
Jos lauseke on vektori, niin piirré se likimaaraisesti.
Jos lauseke on skalaari, niin laske sen likiarvo.

s S - a
W oaxb b [ [
9 flb P el sa. 2 [{befHa
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15.6 Ratkaise seka kasin etta laskinta hyodyntéen vektori x yhtalosta
v) 3(x+a)-b=5(xx-2b)+a a) 2(3x—-2a)+4b=2a—-3(x+b)

15.7 Ratkaise seka kasin etta laskinta hyddyntaen vektorit X ja 9 yhtéloparista
3x+y=a+2b 2x -3y =4a+5b
vy { XTI T gy T =R
2x -y =4a-3b X+y=2a-b
15.8 Tarkastellaan suunnikasta ABCD, jonka kolmen ensin mainitun karkipis-

teen paikkavektorit ovat a,b ja c. Piirra kuva. Maarita pisteen D

paikkavektori tunnettujen vektoreiden lausekkeena. Maarita myos suun-
nikkaan lavistgjien leikkauspisteen paikkavektori.

15.9 Olkoot a ja b suunnikkaan ABCD kahden ensin mainitun karkipisteen

paikkavektorit. Olkoon e suunnikkaan lavistajien leikkauspisteen E
paikkavektori. Maarita pisteen v) C a) D paikkavektori em. paikka-
vektoreiden avulla.

15.10 Olkoon P homogeenisen kolmiolevyn ABC painopiste. Lausu karkipis-
teiden paikkavektoreiden a, b ja c avulla seuraavat lausekkeet

v) OP, AP, AP +BP +CP a) PO, AC, AB+BC +CA

15.11 Olkoot pisteiden A, B ja C paikkavektorit a,b ja c. Maarita naiden

paikkavektoreiden lausekkeina sellaisten pisteiden X, Y ja Z paikkavek-
torit, jotka toteuttavat ehdot

v) AX +BX +CX =0 a) YA+2YB+3YC =0
b) AZ +2ZB = AB +BC +CA .

15.12 Olkoot pisteiden A ja B paikkavektorit a ja b. Jakakoon piste C janan
AB sisapuolisesti suhteessa p : 1 ja olkoon D sellainen piste, etta
AD = pB, missd v) p=3 a) p=2. Piirra tilanteesta havainnollinen
mallikuva ja maarita paikkavektoreiden a ja b lausekkeina vektorit
AB , BC, BD, OC ja OD. Mita voit paatella pisteiden O, C ja D si-
jainnista?

15.13 Olkoon v) n=2 a) n=3. Olkoot pisteiden A, B ja C paikkavektorit

a, b ja nb. Olkoon P janan AB keskipiste. Jakakoon Q janan AC sisa-
puolisesti suhteessa 1:n. Piirra kuva. Maarita pisteiden P ja Q paikka-
vektorit tunnettujen vektoreiden avulla. Osoita, etta piste P on janalla
OQ. Missa suhteessa P jakaa janan OQ?
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16. TASOVEKTOREISTA

Taman luvun jokaisessa esimerkissa tarkastellaan samassa tasossa olevia
vektoreita. Tarkasteltavaan tasoon on laskusuoritusten mahdollistamiseksi jo
valmiiksi sijoitettu tuttu suorakulmainen xy-koordinaatisto.

Kasin suoritettujen laskujen liséksi useimmat naista tasotehtavista on havain-
nollisuuden vuoksi ratkaistu myo6s piirtdmalla tilanteesta mittatarkka kuva.
Koska laskennollinen ratkaisu on kuitenkin kolmiulotteisen avaruuden tehta-
vissa useimmiten ainoa mahdollinen, niin tasotehtavatkin kannattaa heti ope-
tella laskemaan kunnollisin merkinndin, joita voi kayttaa myos laskin- ja tieto-
koneratkaisussa.

Apuvalineiden kayttéon perehdymme kuitenkin vasta kolmiulotteisen
avaruuden vektoritehtavissa.

16.1 Tasovektorin komponenttiesitys

Olkoot i_ja] positiivisten x- ja y-akselien Y
suuntaiset yksikkovektorit. aWT+aQLﬂaJ

Jokainen xy-tason vektori a voidaan :
iimeisesti esittaa yksikasitteisesti _ &
muodossa a = a,i +4a, ] , missa kertoimet J
a, ja a, ovat sopivat reaaliluvut. !

Edell& ollut vektorin esitys voidaan lyhentd& muotoon

a=ai+a,j=[a,a,] .
Useimmat laskimet ja tietokoneohjelmat kaytavat tata lyhyempdaa ja apu-
valineisiin helpommin kirjoitettavaa esitysta.
Molempia edella olleita vektorin esityksia sanotaan vektorin komponentti-
esityksiksi, koska kummassakin vektori on jaettu kahden komponentin sum-

maksi, vaikka jalkimmaisessa lyhennystavassa yhteenlaskua ei kirjoitetakaan
selvasti nakyviin.

Koska vektoreiden yhteen- ja vahennyslasku seké skalaarilla kertominen nou-
dattavat algebrasta tuttuja laskulakeja, niin luonnollisin merkinndin

a+b=(ai+a,j)+(bi+b,j)=(a,+b)i+(a,+Db,)j
a-b=(ai+a,j)-(bi+b,j)=(a -b)i+(a, -b,)]j
ta=t(ai+a,j)=tai+ta,j.
Nama tulokset esitetddn seuraavassa lauseessa selvemmassa muodossa.
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Lause. [a,,a,]+[b,b,]=[a, +b,a, +b,]
[ai’aZ] - [b1’ bz] = [a1 - b1’a2 - bz]
t[a1’a2] = [taiitaz]
ts. vektoreiden peruslaskutoimitukset suoritetaan komponenteittain.

Esimerkki. 2[12]+3[2,1]]-[2,2]=[2-1,2-2]+[3-2,3-1]-[2,2]
=[2,4]1+1[6,3]-[2,2] =[2+6-2,4+3-2] =[6,5]
Osan valivaiheista voi halutessaan ohittaa.

3.2)

Esimerkki. Pisteen A(3,2) paikkavektori on A
OA=3i+2]=[32]. d

Yleisestikin on voimassa:

Lause. Pisteen P(x, y) paikkavektori saadaan korvaamalla pisteen koordinaatti-
esityksen kaarisulut vektorin komponenttiesityksen hakasuluilla:

OP =[x,y]

Esimerkki. Laske pisteiden A(1,2) ja B(3,1) valinen vektori.

- - YY 402)
Koska OA+ AB =0OB, niin AB=0B-0A=[3,1]-[1,2]=[2,-1]. /‘\ 2(3!1)
Jo aiemmin olemme todenneet tdssakin kaytetyn tuloksen: 1
Kahden pisteen vélinen vektori saadaan vahentamalla X
loppupisteen paikkavektorista alkupisteen paikkavektori. '

Koska origosta alkavan vektorin a = [al, a2] pituus on yhta suuri kuin kyseisen

vektorin loppupisteen A(a,, a,) etaisyys alkupisteesta O(0,0), niin saamme
Pythagoraan lausetta soveltaen seuraavan yleisen tuloksen.

Lause. Vektorin a=aji +a,j =[a,a,] pituus on ‘5‘=w/a12+a22.

Esimerkki. Madrita vektorin a = [4,3] suuntainen yksikkovektori a.

Koska vektorin suuntainen yksikkdvektori saadaan jakamalla vektori pituudel-
laan, niin

a-a__1431 19506,

a  \4*+3?
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Esimerkki. Madrita vektorille v = [-4, 3] vastakkais-
suuntainen vektori U, jonka pituus on 2.

Koska ‘\7‘ = {(—4)? + 3% =5, niin etsitty vektori on

u=—2v'=—2Y - @:[1.6,—1.2]

NS

Esimerkki. Maarita suunnikkaan A(-1-1)B(3,0)CD(2,1) tuntematon karkipiste.

Koska suunnikaan vastakkaiset sivut

y

C

ovat yhta pitkat ja yhdensuuntaiset, niin
voimme laskea pisteen C paikkavektorin

\
AW\

OC =OB +BC = OB + AD = OB + (OD - OA)

//
//

=[3,0]+[2-(-1).1-(-D]=[6.2] ,
josta ndhdaan, ettd C = (6, 2).

Edellisesta esimerkistd kannattaa muistaa seuraava usein sovellettava ohje:
Ohje. Pisteen maarittdmiseksi kannattaa usein laskea pisteen paikkavektori,

josta valittdmasti saadaan pisteen koordinaatit.

Huomaa, etta pistettd ei saada suoraan minkaan laskutoimituksen tuloksena,
vaan laskut kohdistuvat vektoreihin, joita kayttden lasketaan pisteen paikka-

vektori. Tasta voidaan sitten paatella pisteen koordinaatit.

Esimerkki. Jaa vektori v =[8,7] kahteen komponenttiin, jotka ovat vektorei-

den a=[21] ja b =[12] suuntaisia.

—
Graafinen ratkaisu. Sijoita kaikki -y / //
annetut vektorit alkamaan origosta.
Piirra sitten vektorin v paatepisteiden =74 s
kautta vektoreiden a ja b suuntaiset ZC/ —
(pitkat!) suorat, jolloin taso jakautuu v
neljaén aarettomyyteen ulottuvaan L Ve
sektoriin, neljaan aarettbmyyteen b “
ulottuvaan kaistaleeseen ja yhteen a 7 Tx
aarelliseen suunnikkaaseen. /
Taman suunnikkaan sivuvektoreista /
saat etsityt komponentit:

vi1=[6,3] ja vz =[2,4] /

Totea viela varmuuden vuoksi, ettd Vi+Vz2 =V, Vi=3a jaVvz=2b .

Ojalain laskuopit

98 Timo Ojala, Leena QOjala, Timo Ranta: Geometria

o8



Laskennollinen ratkaisu. Etsitaan sellaiset kertoimet p ja g, etta V= p5+q5.
Auki kerrotusta yhtélosta [8,7] =[2p +q, p + 2q] saadaan yhtalopari
2p+q9 =38 p=3
{p+2q=7<:>{q=2 '
Etsityt komponentit ovat siis pa=3[2,1=[6,3] ja qb=2[12]=[24].

Huomautus. Monilla apuvalineilla voi ratkaista vektoreiden valisen yhtalon
[8,7] =[2p +q, p + 2q] siirtymatta edella kirjoitettuun komponenttien valiseen
yhtélopariin..

Huomautus. Vaadittaessa, etta vektorin komponentit ovat annettujen vekto-
reiden suuntaisia, matematiikassa tarkoitetaan annettujen vektoreiden kanssa
yhdensuuntaisia vektoreita, eikd suinkaan valttdmatta vektoreiden kanssa sa-
mansuuntaisia vektoreita.

Tietyissa fysiikan tilanteissa on kuitenkin esimerkiksi voiman komponenttien
suuntauduttava juuri oikeaan suuntaan eika painvastaiseen suuntaan. Tallai-
nen tilanne on esimerkiksi tarkasteltaessa, millaisilla voimilla tietyt kdydet kan-
nattavat annettua kuormaa. On taysin selvaa, etta veltto kdysi voi vain vetaa
kappaletta kdyden suuntaan. Koysi ei voi tyontaa kappaletta kdyden suunnas-
sa eik& vaikuttaa millaan muullakaan lailla muissa suunnissa.

Esimerkki. Jaa vektori v = [4,2] kahteen komponenttiin, jotka ovat vektorei-
den az[l:ﬂ ja b =[-11] suuntaisia.

Graafinen ratkaisu. Piirra jalleen vektorin v

paatepisteiden kautta vektoreiden a ja b suun-
taiset suorat. Syntyvan aarellisen suunnikkaan
(nyt jopa suorakulmion) sivuvektoreista saat
etsityt komponentit:

vi=[3,3] ja vo =[1,-1]

Kannattaa huomata, etta jalkimmainen kompo-
nentti on vastakkaissuuntainen vektorille b .

Laskennollinen ratkaisu. Voit kokeilla vaikka Tl-laskimen komentoa
solve(v=p-a+q-b,p,q)\ v=[4,2] anda= [1]] andb= { 111 p= 3 ah g=-1.
Sydtetta voi lyhentda kirjoittamalla annettujen vektoreiden arvot suoraan solve-

komennon sisdan ilman sijoitusoperaattoria |. Pidempi komento on kuitenkin
ehka selvempi.
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Esimerkki. Milla voimilla kuvan kéydet kannattelevat
paikallaan olevaa kappaletta K, johon kohdistuu alas-
pain vaikuttava painovoima 2.0 kN seké negatiivisen
x-akselin suuntainen voima, jonka suuruus on 4.0 kN?

Koska koysien kappaleeseen kohdistamat, kappaletta

vetavét voimat ovat kdysien suuntaisia, niin ne ovat

oikean- ja vasemmanpuoleisen kdyden osalta muotoa p-[11] ja q-[-11]],
missa kertoimet p ja q ovat positiivisia. Koska kappale on paikoillaan, niin sii-
hen vaikuttavien voimavektorien summan on oltava nollavektori eli

p-[11+q-[-11+[-4kN,0] +[0,—2kN] =[0,0] .

Tasta vektoriyhtalosta saadaan laskinkomennolla

solve(p-[L1] +q-[-11] +[-4000 _N,0] +[0,—-2000 _N] =[0,0], p,q)

ratkaisu p =3000- N, q=-1000-_N.
Koska vasemmanpuoleinen koysi talldin tyontaisi kappaletta, niin on selvaa, et-
ta tilanne on fysikaalisesti mahdoton.

Tehtavia

16.1

16.2

16.3

16.4

16.5

16.6

16.7

100

Maarita vektori AB ja sen suuntainen yksikkovektori G, jos
v) A=(3-2) jaB=(0,2 a) A=(4,2)jaB=(7-2 .

Olkoon V) a=[6,—-8] a) a=[-3,-4] . Mihin xy-tason pisteeseen
paadytaan, jos pisteesta (1,2) siirrytdén 4 yksikkoa vektorille a vastak-
kaiseen suuntaan?

Jaa piirtamalla ja laskemalla vektori  v) c=[6,7] a) d =[-26]
vektoreiden a=[4,3] ja b =[2,—1] suuntaisiin komponentteihin.
Maaritda homogeenisen kolmiolevyn A(0,1)B(5,0)C tuntematon karki-
piste C, jos kolmion painopisteon  v) P(4,3) a) P(2,4).

Tarkastellaan pisteitéa A(0,1), B(5,0) ja C(6,2). Maaritd suunnikkaan
v) ABCX a) ABYC b)AZBC tuntematon karkipiste. (Karkipisteita
lueteltaessa monikulmion piiri& kuljetaan koko ajan samaan suuntaan.)

Jaa vektori  v) F =[-4,7] a) G =[10,2] piitamalla kahteen
komponenttiin, joista toinen on vektorin s= [2,3] suuntainen ja toinen

vektoria s vastaan kohtisuora.
B

Tutki piirtdmalla ja laskemalla, kuinka suurilla voi- 4
milla 4 m korkean hallin katon pisteista A(-3,4) ja \Piﬁ
B(5,4) alkavat kdydet kannattavat kolmen metrin

korkeudella pisteessa P(0,3) olevaa kuormaa, johon kohdistuva paino-
voima on V) 2000 N a) 5000 N. Vastaa kolmen numeron tarkkuudella.
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16.2 Tasovektoreiden pistetulo

Esimerkki. Jos vakiovoima F siirtaa kappaletta _
vektorin s verran, niin voiman tekema ty6 on /
W = ‘E‘ H cos(F,s) . S

Fysikaalisen tyon lauseke saadaan siis kertomalla kahden vektorin suuruuksi-
en tulo vektoreiden valisen kulman kosinilla. Koska monesti muuallakin fysii-
kassa ja luonnontieteissa esiintyy kahden vektorin suuruuksien tulo kerrottuna
kyseisten vektoreiden vélisen kulman kosinilla, niin téllaista tuloa on ruvettu
kutsumaan omalla nimellaan seuraavasti:

Maaritelm a. Vektoreiden a ja b pistetulo eli skalaaritulo tarkoittaa lauseketta

asb = ‘5‘ ‘5‘ cos(a, b)

Huomautus. Nimitys pistetulo johtuu tulon merkkina kaytetysté pisteesta.
Vektoreiden valille méaaritellaan toinenkin tulo ns. ristitulo, jonka merkkina kay-
tetdan ristia. Korostaaksemme sita, etta jo aikaisemmin maarittelemassamme
luvun ja vektorin kertolaskussa ei ole kyse piste- eika ristitulosta, jatdmme
yleensa luvun ja vektorin kertolaskusta pois kaikki kertomerkit.

Nimitys skalaaritulo viittaa puolestaan siihen, etta tulon arvona on luku eli ska-
laari eika suinkaan vektori. Asken mainittua ristituloa kutsutaan myos vektoritu-
loksi, koska sen arvona on vektori.

Huomautus. Pistetuloa ei yleensa lasketa maaritelmééan perustuen, vaan
kayttden pian esitettavaa laskusaantoa (tai kehittyneitad apuvalineitd).

Pistetulon maaritelma on kuitenkin osattava, koska se kertoo, millainen fysi-
kaalinen lauseke pistetulo todellisuudessa on. Juuri maaritelmén perusteella
voimme esimerkiksi todeta, ettd fysiikasta tuttu tyon lause H ‘5‘ cos(F,s) on

itse asiassa voima- ja siirtymavektoreiden pistetulo.

Jos me emme tuntisi pistetulon maaritelmaa, niin pistetulon laskuséaannon hal-
litsemisesta ei olisi meille mitaan hyotya, koska me emme tietéisi, mita ilmioita
pistetulon avulla voidaan laskea.
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Esimerkki. Laskemme seuraavassa vektoreiden a=[3,4] ja b =[6,0] piste-
tulon asb poikkeuksellisesti maaritelmén ja kuvan avulla.

Nyt [a = 3° +4° =5 ja |b|=6. d 5)

Kosk ~ 1) _ Vviereinen kateetti _ 3 /
oska cos(a,b) hypotenuusa 5’ / L
3 ] b
niin a«b ‘aHb‘cos(a b)=5-6- = =18 . K
Pistetulon laskusaantd. a-b =[a,a,][b,b,]=ab, +a,b,
Esimerkki. [3, 4] [6,0]=3-6+4-0 =18 kuten edell&kin jo saatiin.
(21 +4])«(3i -5j)=2-3+4-(-5) =—
Tasovektoreiden pistetulon laskusddnndn todistus y a
Muodostakoot vektorit a ja b positiivisen x-akselin H 4 5
a 2
kanssa kulmat « ja #. Kuvan mukaisessa tapauksessa Z‘
b?
ash = ‘5‘ ‘5‘ cos(a, 5) = ‘5‘ ‘5‘ cos(a — ) {
a, b, X
== : . i L% b,
:‘aHb‘(COSacosﬂ+smasmﬂ) :‘aHb‘ =ab, +a,b,
CENCE

Esimerkki. Laske vektoreiden a=[12] ja b =[3,—4] vilinen kulma.

Pistetulon maaritelmasta asb ‘aHb‘cos(a b) saadaan
asb  1.3+2-(-4) -5

‘5“5‘ i -\/32 +(—4) \/_ S \/_

cos(a,b) = joten «(a,b) =116.6°

Pistetulon maaritelmasta saadaan ehto vektoreiden kohtisuoruudelle:

Kohtisuoruusehto. Kaksi vektoria on kohtisuorassa toisiaan vastaan silloin ja
vain silloin, kun niiden pistetulo on nolla:

alboab=0
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Esimerkki. [2,5] L[5,-2], silla [2,5]5,-2]=2-5+5-(-2)=0 .
Esimerkin tulos voidaan valittdmasti yleistdd muotoon:
Vektorin a =[a,,a,] pituisia ja sita vastaan kohtisuoria vektoreita ovat

[a,—a] ja [a,.a].

Huomautus. Tasovektoria a = [a,,a,] vastaan kohtisuoran tasovektorin lause-

j

a2
Tama kaksirivinen determinantti on analoginen lauseke sille myéhemmin esitet-
tavalle kolmiriviselle determinantille, joka esittdé sellaista kolmiulotteisen ava-
ruuden vektoria, joka on kohtisuorassa ko. avaruuden kahta vektoria vastaan.

ke voidaan esittaa myos determinanttina

Esimerkki. Maarita jokin suoran ax + by + ¢ =0 suuntavektori ja normaali-
vektori ((eli suoran suuntainen ja suoraa vastaan kohtisuora vektori).

Valitaan suoralta kaksi "helppoa” pistetta X = (—%,O) jay = (0,—%). Talloin

vektori XY =QY -OX = [%,—%] on annetun suoran suuntainen. Kertomalla

tama vektori skalaarilla i—b tai —i—b saadaan yksinkertaisemmat suuntavek-

torien lausekkeet [b,—a] tai [—b,a]. Kohtisuoraksi vektoriksi kdy aikaisem-

min esitetyn perusteella [a,b]. Saatu tulos voidaan esittda seuraavana lausee-
na.

Lause. Suoran ax + by + ¢ =0 erds normaalivektori on [a, b].
Saman suoran suuntavektoreita ovat esimerkiksi [b,—a] ja [ —b,a].

Tehtavia

16.8 Laske pistetulot v) [3,3]-[4,4] a) [-2,2][-3,0] b) [2,6][-1.-3]
seké laskusdannolla ettd maaritelmén avulla (katso kulmat kuvasta!).
16.9 Maarita jokin suoran v) y =2x+3 a) 3x—-4y+6=0 b)

% +¥ = L hormaalivektori n ja suuntavektori s,

3 4
16.10 Maarita vektoreiden v) [3,-4]ja[12,5] a) [3,5]ja[-3,—2]
valinen kulma laskemalla ja tarkista piirtamalla.

16.11 Maaritd suorien A(1,3)B(7,5) ja C(3,6)D(4,2) valinen pienempi kulma.
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16.3 Tasovektoreiden projektiovektori

Maaritelma. Tasovektorin a projektio saman tason
vektorilla b tarkoittaa sita vektoria as, joka saadaan
projisioimalla vektori a kohtisuoraa projektiota kayt-
taen vektorille b tai sen suuntaiselle suoralle.

Projektiona saatua vektoria sanotaan
projektiovektoriksi .

Huomautus. Projektiovektoria maaritettaessa vektorit voidaan tietenkin siirtaa
suuntansa ja suuruutensa sailyttaen mihin tahansa.

Huomautus. Projektiovektori a» on riippumaton vektorin b pituudesta. Myds-
kaan vektorin b muuttaminen vastakkaissuuntaiseksi ei millaan lailla muuta
projektiovektoria an .

Sen sijaan vektorin a pituus vaikuttaa projektiovektoriin ab .

Vektorin a suunnan muuttaminen vastakkaissuuntaiseksi muuttaa my0®s pro-
jektiovektorin vastakkaissuuntaiseksi.

Lause. Projektiovektori voidaan laskea kaavasta

a =| 22|
beb

Huomautus. Edellisessé lauseessa vektorin b edessa oleva skalaarikerroin
on selvyyden vuoksi merkitty sulkeisiin. Skalaarikertoimen laskemisen jalkeen
on suoritettava skalaarilla kertominen, jota vastaavaa kertomerkkia ei ole ta-
pana merkita nakyviin.

Seuraavan johdon mukaisesti projektiovektorin laskukaava esitetaan monasti

) - ab -
my6s muodossa a» = — b
P
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Todistetaan projektiovektorin Iaskukaava
tapauksessa, jossa vektoreiden a ja b
valinen kulma on terava.

Talloin projektiovektori a» saadaan
kertomalla vektorin b suuntainen
yksikkovektori projektiovektorin pituudella:

ap = \ab\B" = ‘a‘ cos(a, 5) b

P

silla pistetulon maaritelman mukaan beb = ‘be‘cos(

—|2

U'/ﬁ
ol |2
NEen
o

[l
7 N\
crl‘ml
[ ] [ ]
ol Tl
N

o

Esimerkki. Madaritetaan vektorin v = [~4, 5]

projektio vektorilla u =[3,1] seka viereen

piirtdmalla etta edellista laskukaavaa
kayttaen:

Vo =|Yulgo(A4:3+5-1 (3.1]
UeU 3-3+1-1

~0.7[3]=[-21, -0.7]

A<

\ce

<l

Vinkki. Jos on laskettava vektori, jonka karjessa on suorankulman merkki, niin
katso, voitko laskea tarvittavan vektorin jonkin tunnetun vektorin projektiona
tarvittavan vektorin suuntaisella suoralla.

Esimerkki. Maaritetaan kolmion A(3,4)B(1 2)C(5,0) y A
korkeusjanan AD kantapiste D.

B/ |\
Koska OD = OB +BD ja vektorin BD kérjessa B\ c
on suorankulman merkki, niin edellista vinkkia o) %
kayttden saadaan ' T '

OD =OB +BD =OB +BAsc =OB + ﬂ BC | BA=[22]
BC-BC =[4,-2]

- 2:4+42-(-2) )., 1 o
_[12]+(4.4+(_2)(_2)J[4, 2] =[12]+0.2[4,~2] =[1.8, 1.6]

Nain ollen D =(1.8,1.6).
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Esimerkki. Jaetaan seka piirtamalla \
viereiseen kuvaan etta laskemalla voima y

F= [1 2] kahteen komponenttiin, joista

o F/\R
toinen on siityman s =[3,1] suuntainen £ >
ja toinen siirtymaa vastaan kohtisuora. ‘ﬁb’ S
Vinkin mukaan siirtyméan suuntainen X

komponentti El saadaan projektiovektorina

€=E={E§}¥{¥EigﬂJwﬂ:(Eigﬁ&u=aqaqzu5,oa.
SeS [3,1-[3,1 9+1 == =

Koska komponenttien F, ja F, summa on F , niin
F,=F-F =[12]-[1.5,0.5] =[-0.5,1.5].
Lasketaan tarkistuksen vuoksi viela IE2 .s=-15+15= 0, joten kohti-

suoruusehdon mukaan IE2 J_g, kuten vaadittiinkin.

Todistamme vielad esimerkkina projektiovektorin kayttokelpoisuudesta algebran
kurssista tutun lauseen, joka koskee annetun pisteen etaisyytta annetusta suo-
rasta:

Lause. Pisteen P(X,,Y,) etaisyys suorasta ax +by +c =0 on
_ |ax, + by, +¢f

Ja? +b?

Todistus. Valitaan suoralta jokin helppo piste,
esimerkiksi A(0,—c / b). (Pisteen A y-koordi-
naatti saadaan suoran yhtalésta, kun ensin on
valittu x =0.)

Suoran normaalivektoriksi kelpaa n=[ab].
Kuvan mukaan pisteen P etéisyys suorasta on

d

P(Xo, o)

i
) ‘ﬁoﬁ [X, =0y, — (- g)]‘[a’ b]‘ _ ‘aX0 + Dby, + C‘

b [2.b] Ja? +b?
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Tehtavia

16.12

16.13

16.14

16.15

16.16

107

Maarita seka piitamalla etta laskemalla v) an a) ba |
kun a=[2,6] ja b=[7,1].

Jaa vektori V) V=-6i + 4] a) u=>5i + 5] seka piirtamalla etta
laskemalla vektorin a = 3i +f suuntaiseen ja vektoria a vastaan kohti-
suoraan komponenttiin.

Tarkastellaan kolmiota A(1,1)B(7,4)C, missa C on V) (1,6)
a) (4,5). Maarita karjesta C alkavan korkeusjanan kantapiste.

Maarita pisteen v) P =(2,7) a) P =(5,6) peilikuvapiste suoran
K(2, 2)L(8, 5) suhteen.

Laske pisteen v) P(5,7) a) Q(7,5) etéaisyys suorasta 5x +4y =3
seka algebrasta tutun etdisyyskaavan avulla etté projektiovektoria
kayttaen.
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17. AVARUUSKOORDINAATISTOISTA

Palautamme ensin algebran kurssista johdannoksi mieleen kaksi eri koordi-
naattijarjestelmad tasossa olevan pisteen sijainnin ilmoittamiseksi.

Tasossa olevan pisteen P paikka voidaan ilmaista kayttaen joko

- suorakulmaisia koordinaatteja x ja y tai

- napakoordinaatteja r ja 6, joista r ilmoittaa pisteen P etdisyyden origosta O
ja @ on se suunnattu kulma, joka tarvitaan positiivisen x-akselin kiertdmiseksi
origon ympari pisteen P kautta kulkevaksi puolisuoraksi. Tavallisesti kulma @
rajoitetaan joko vélille 0 < @ < 360° tai valille —180° < 6 <180°.

Suorakulmaisten koordinaattien ja napakoordinaattien valilla on yhteydet

7
,2 2 P
x=rcoso . Py
y=rsin¢9J tang = L y

X 0 X X
| i -~

Ratkaistaessa kulmaa ¢ naista yhtaloista tavallisella funktiolaskimella on kul-
ma @& valittava oikeasta neljanneksesta.

Esimerkki. Oheiseen kuvaan on merkitty tasopisteiden (1, +1) napakoordi-
naatit kayttden kulmalle @ tavallisimpia mahdollisista arvoista.

'opay  pety” Y d
r=\2,/ 0=135°
6=45" =2 ¢ D x D x
X 6,=225 ¥/ \.[¥6,=-45°
r=v\2/" 6,=-135° 6,=315
r=\/§
P(-1,-1) P(1A)

Huomautus. Tl-laskimella voi suorittaa tasopisteiden koordinaattimuunnokset
esimerkiksi seuraavanlaisilla esitystapakomennoilla, joissa pisteiden koordi-
naattiesitysten asemasta kasitelladnkin itse asiassa pisteiden paikkavektoreita:

[-1,-1]>Polar 4 [V2 -135]

[W2,2225]>Rect . [-1 —1]
Lyhenne Rect viittaa sanaan rectangular.

Edellisid komentoja suoritettaessa laskin oli astemoodissa.
Laskimen asetuksista riippuen komentosana > Rect on useimmiten tarpeeton.
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Avaruuden pisteita tutkittaessa xy-koordinaatiston asemasta kaytetaan xyz-
koordinaatistoa, joka saadaan asettamalla kolme saman mittakaavan omaa-
vaa lukusuoraa toisiaan vastaan kohtisuoraan siten, etta nollakohdat yhtyvat.
Lukusuoria sanotaan x-, y- ja z-akseleiksi ja niiden leikkauspistetta origoksi.
Jatkossa kaytamme oikeakéatista xyz-koordinaatistoa, jossa oikeankaden
peukalo, etusormi ja keskisormi voidaan vaivatta asettaa positiivisten x-, y- ja
z-akseleiden suuntaisiksi mainitussa jarjestyksessa.

Kun avaruuskoordinaatistoa ja avaruuden pisteista muodostuvaa kappaletta
havainnollistetaan tasokuvalla, niin apuna kaytetdan usein sopivaa yhden-
suuntaisprojektiota, jossa koordinaatiston ja pisteiden kuvat syntyvat yhden-
suuntaisten valonsateiden synnyttamina varjokuvina sopivasti valitulle kuva-
tasolle. Saatu kuva riippuu kuvasateiden suunnan ja kuvatason valinnasta.

Tarkastelemme avaruuskoordinaatiston ja esimerkki- 7
pisteen P(5,4,3) kuvaa ns. kavaljeeriprojektiossa,
jossa kuvaus suoritetaan yz-tasossa olevalle kuva- P(5,4,3)
tasolle kayttaen sellaisia ylhaalta takaoikealta tulevia 't
yhdensuuntaisia valonsateita, etta x-akselin kuva puo- 1
littaa y- ja z-akseleiden vélisen kulman ja x-akselilla
olevat janat lyhenevat puoleen todellisesta pituudes- it

taan. Tassa kuvauksessa yz-tasossa tai sen suun-

taisessa tasossa olevat tasokuviot sailyttavat tietenkin seka kokonsa ettd muo-
tonsa, mutta kaikki muut kuviot nakyvat jollakin lailla muuttuneina.

Piste P(5,4,3) (tai oikeamminkin sen kuva) on sijoitettu oikealle paikalleen
kayttaen apuna koordinaattimurtoviivaa.

Muissakin suuntaisprojektioissa pisteiden kuvat saadaan koordinaattimurto-
viivojen avulla sijoitettua oikeille paikoilleen.

Esimerkki. Huolellakaan piirretty projektiokuva ei

aina anna havainnollista mielikuvaa todellisesta ‘ B(13.3)
kolmiulotteisesta kappaleesta, kuten viereisesta
kavaljeeriprojektiota kayttaen piirretysta kuvasta C(4,3.3) /
iImenee. Kuva esittda suorakulmaista kolmioita 1 /
A(1,1,1)B(1,3,3)C(4,3,3), jonka karkipisteet on sijoi- A(111)
tettu paikoilleen koordinaattimurtoviivojen avulla. | ] —
Koska sivuvektorien pistetulo on nolla W y
BA-BC =[0,-2,-2]+[3,0,0]=0+0+0=0, X_//

niin kolmion karjessa B on todellisuudessa
suorakulma, vaikka kuvasta ei silta vaikuta.
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Avaruudessa olevan pisteen P paikka ilmoitetaan suorakulmaisten koordinaat-
tien asemasta usein myaos lierio- tai pallokoordinaattien avulla, jolloin koordi-
naatteina kaytetaan etaisyyksien lisaksi myos tiettyja kulmia.

Tarkastellaan ensin suorakulmaisten koordinaattien x, y ja z seka lieri6koor-
dinaattien r, dja z valista yhteytta.

Olkoon P’ pisteen P ortogonaaliprojektio xy-tasolla.

Pisteen P lieriokoordinaatit r ja 8 ovat samat kuin taso-
pisteen P” napakoordinaatit ja lieriokoordinaatti z on
sama kuin suorakulmainen z-koordinaatti, joten

2 2
r:N/x +
X =rCcosd y

y =rsiné ja tang =2

X

Z2=27
Z2=2

Vanhoilla laskimilla laskettaessa kulma 6 pitaa tietenkin itse valita oikeasta
neljdnneksesta, mutta kehittyneilla laskimilla muunnokset on helppo suorittaa.

Esimerkki. Pisteen (x,y,z) =(3,4,2) lierickoordinaatit saadaan astetilassa TI-
laskimen komennolla

[3,4,2] »Cylind

vektorina muodossa [5 £53.13 2], missa yksi kulmamerkki ilmaisee, etta
kolmikko ei ole enaa suorakulmaisen koordinaatiston vektori vaan lieri6-
koordinaatiston vektori. Lieriokoordinaatit ovat siis

r=5, §=53.13° ja z=2.

Esimerkki. Jos pisteen lieriokoordinaatit ovat r =4, 8 =30° ja z =5, niin aste-
moodissa Tl-laskin sieventaa syétteen

[4, £30, 5]> Rect

suorakulmaisen koordinaatiston vektoriksi [3.46 2 5]. Komentosana > Re ct
on tarpeeton, jos asetuksena on vektorin esitys suorakulmaisessa muodossa.
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Pisteen P pallokoordinaatit R, & ja ¢
iImaisevat pisteen P paikan seuraavasti:

- R ilmoittaa pisteen P etaisyyden origosta.

- @ ilmoittaa pisteen P xy-tasolla olevan pro-
jektiopisteen P” vaihekulman positiiviseen
x-akseliin ndhden. Kulma & on siis sama
kuin tasopisteen P” toinen napakoordinaatti
ja avaruuspisteen P toinen lieribkoordinaatti.
Kulma & rajoitetaan tavallisesti valille
0<H<360° tai —180< H<180°.

- ¢ ilmoittaa puolisuoran OP kulman positii-
visen z-akselin suhteen, joten 0 < ¢ <180°.

Esimerkki. Pisteen (x,y, z) = (3,4,2) pallokoordinaateiksi saadaan Tl-laskimen
komennolla
[3, 4, 2] > Sphere . [5.39 £53.13 £68.20] .

Kahden komponentin edessa olevat kulmamerkit ilmoittavat vastauksen ole-
van pallokoordinaatiston vektori, joten R =5.39, 6 =53.13° ja ¢ =68.20°..

Esimerkki. Pallokoordinaatit R =4, & =30° ja ¢ =160° sievenevat syottteella
[4, £30°, £160°] > Rect

suorakulmaisiksi koordinaateiksi muotoon [1.18 0.68 -3.76]. Jos asetukset

ovat sopivat, niin asteen merkkia ja esitystapakomentoa > Rect ei tarvita.

Huomautus. Toiseksi pallokoordinaattikulmaksi valitaan z P
usein kulman ¢ tilalle kulma yw =90°—¢ , joka on
valilla —90° <y < 90° ja joka ilmoittaa, kuinka suuren
kulman puolisdde OP muodostaa vaakasuoran

xy-tason suhteen. Nain menetellaan esimerkiksi W J;
iImoitettaessa tietyn paikkakunnan sijaintia maapallolla.
Maantieteesséa kulman  positiiviset arvot ilmaisevat X P

paikan sijaitsevan tietylla pohjoisella leveyspiirilla,
kun taas kulman y negatiiviset arvot ilmaisevat
paikan sijaitsevan etelaisella leveyspiirill&.

Paikkakunnan sijainti tietylla pituuspiirilla vastaa puolestaan pallokoordinaat-
tia @ rajoitettuna valille —180° < @ <180°. Kulman & negatiiviset arvot liittyvat
l&ntisiin pituuspiireihin, positiiviset arvot itaisiin. Pituuspiiri 0° on valittu kulke-
maan Greenwichin kautta.
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Huomautus. Maapallo sijoitetaan koordinaatistoon yleensa siten, ettéd maapal-
lon keskipiste on origossa, pohjoisnapa positiivisella z-akselilla ja x-akseli kul-
kee paivantasaajan (eli O-leveyspiirin) ja O-pituuspiirin leikkauspisteen kautta.
N&ain meneteltdessa

- pituuspiirilla i° itaista pituutta pallokoordinaatiston kulma @ =i°

- pituuspiirilla 1° l&ntista pituutta pallokoordinaatiston kulma € = —I°

- leveyspiirilla p° pohjoista leveytta pallokoordinaatiston kulma ¢ = 90° — p°

- leveyspiirilla e° etelaista leveytta pallokoordinaatiston kulma ¢ = 90° + e°

Esimerkki. a) Laske leveyspiirin 35° pohjoista leveytta pituus olettaen, etta
maapallo on pallo, jonka sdde R = 6370 km. Laske myds talla leveyspiirilla
olevien paikkakuntien A (90° lantista pituutta) ja B (90° itdista pituutta) lyhin
etaisyys b) maan lapi c) maapallon pintaa pitkin.

a) Tarkasteltava leveyspiiri on ympyra, jonka sade r
saadaan kuvan suorakulmaisesta kolmiosta:

cos 35° :% < r =R-cos35° = 5218 km.

Leveyspiirin pituus on nain ollen 2zr ~ 32800 km .

b) Pisteet A ja B ovat leveyspiirin maaraaman "ympyra-
levyn vastakkaisilla puolilla, joten niiden valinen lyhin etéai-
syys maan lapi saadaan levyn halkaisijasta: d, = 2r =~ 10400 km.

c) Lyhintd matkaa pallon pintaa pitkin pisteesta A leveyspiirin vastakkaiseen
pisteeseen B ei saada kulkemalla leveyspiiria pitkin eli vastaukseksi ei kelpaa
0.5-2zr ~16400 km. Voidaan osoittaa, ettd pallon pinnalla olevien pisteiden
valinen lyhin etéisyys pallon pintaa pitkin mitattuna saadaan pitkin sellaista ns.
Isoympyrad, jonka maaraamassa tasossa pallon keskipiste on. Lyhin reitti
kulkeekin nyt pohjoisnavan yli ja sen pituus on —1803_620. 35 271 ~12200 km.
Vastaavat ja vaikeammatkin laskut voidaan jatkossa laskea helpommin.

Tehtavia

17.1 Maarita pisteen v) (x,y,z):(2,—2,2\/§) a) (X,y,Z)=(—ll\/§) lierio- ja
pallokoordinaatit seka ilman laskinta etta kayttden laskinta tehokkaasti.

17.2 Maarita lierickoordinaatiston pisteen v)r=6, 6 =45°,z=2
a)r=6, & =90°, z=2 suorakulmaiset ja pallokoordinaatit seka ilman
laskinta etta kayttaen laskinta mahdollisimman tehokkaasti.

17.3 Maarita pallokoordinaatiston pisteen
V) R=6, 6=45°, ¢ =0° a) R=4, 6=90°, ¢ =90°
suorakulmaiset ja lieriockoordinaatit seka ilman laskinta etta kayttaen las-
kinta mahdollisimman tehokkaasti.

112 Timo Ojala, Leena QOjala, Timo Ranta: Geometria 112
Ojalain laskuopit




18. AVARUUSVEKTOREISTA

18.1 Avaruusvektoreiden komponenttiesitys

Olkoot i, j ja k positiivisten x-, y- ja z-akselien
suuntaiset yksikkdvektorit.

Ajattelemalla avaruuden mielivaltainen vektori suo-
rakulmaisen sarmion avaruuslavistajaksi todetaan,
etta jokainen 3-ulotteisen avaruuden vektori a
voidaan esittaa yksikasitteisesti muodoissa

__ lyhennet&an X Je

a=ai+a,j+ak = [a,a,a,]

missa a, , a, ja a, ovat sopivat reaaliluvut.

Molempia edella olleita vektorin esityksid sanotaan komponenttimuodoiksi,
koska niissa vektori on jaettu kolmen komponentin summaksi, vaikka jalkim-
maisessa esityksessa yhteenlaskua ei kirjoitetakaan selvasti nakyviin.

Huomautus. Koska vektoreiden yhteen- ja vAhennyslasku seka skalaarilla
kertominen noudattavat algebrasta tuttuja laskulakeja, niin luonnollisin merkin-
ndin on voimassa 2-ulotteisiakin vektoreita vastaavat tulokset:

a+b=(ai+a,j+ak)+(bi+b,j+bk)=(a +b)i+(,+b,)j+ (@ +b)k
a-b=(ai+a,j+ak)—(bi+b,j+bk)=(a -b)i+( —b,)j+(@ -b)k,
ta?l:t(ali_+a217+a3E) :ta1f+ta2]+ta3E
jotka voidaan esittdd myo6s lyhennetyssd muodossa seuraavasti:
[a,,8,,8,] +[b,, b, b,] =[a, + b,,a, +b,,a, +b,]
[a,8,,8;] - [b;,b,, b;] =[a, —by,a, —b,,a; —D;]
tla, a,,8,] = [ta,, ta,, ta;]

Komponenttimuodossa olevien vektoreiden peruslaskutoimitukset suoritetaan
siis komponenteittain.

Esimerkki. 2[12,3]+3[12,1-[2,2 2]
=[2-12-2,2-3]+[3:1,3-2,3-1-[2,2,2]
=[2,4,6]+[3,6,3] - [2,2,2]
—[2+3-24+6-26+3-2]=[3,8,7]
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Huomautuksia. Edellisen esimerkin voi kirjoittaa moniin laskimiin tarkalleen
ensimmaisen lausekkeen mukaisessa muodossa lyhennettya komponenttiesi-
tysta kayttaen.

My0s tasovektorit voidaan kirjoittaa laskimeen kaksikomponenttisina hakasul-
kuesityksina (tai kolmikomponenttisina laittamalla viimeiseksi komponentiksi
aina nollan).

TI-laskimessa on myds valmiit pohjat 2- ja 3-komponenttisille vektoreille, jolloin
pilkkuja ei tarvitse kirjoittaa erottimiksi.

On huomattava, etta esimerkiksi samaan summalausekkeeseen ei saa kirjoit-
taa 2- ja 3- komponenttisia hakasulkuesityksia sekaisin.

Esimerkki. Vaikka kirjoitetaan (3i +2j +K)+(2i + j) =5i +3]j +k , niin kasin-
kaan laskettaessa ei saisi kirjoittaa [3, 2, 1] +[2,1] =[5, 3,1].

Apuvalineet eivat edes hyvaksyisi vasemmanpuoleista kirjoitelmaa, vaan syot-
teen tulee ehdottomasti olla [3, 2, 2] +[2, 1, 0], missa pilkkujen tilalla voi olla
valmiiden vektoripohjien valit.

Avaruusvektoreillekin on voimassa tasovektoreita vastaavat tulokset:

Pisteen P(x,y,z) paikkavektori saadaan korvaamalla pisteen koordinaattiesi-
tyksessa kaarisulut vektorin komponenttiesityksen hakasuluilla: OP =[x,y,z] .

Kahden pisteen valinen vektori saadaan vahentamalla loppupisteen paikka-
vektorista alkupisteen paikkavektori.

Huomautus. Koska huolellakaan piirretty projektiokuva ei yleensé anna oike-
aa mielikuvaa todellisesta avaruuskuviosta, niin jatkossa piirrammekin vain ti-
lannetta havainnollistavia kuvia, joissa pyrimme tarkoituksella tuomaan esille
kuvion tarkeimmat ominaispiirteet.

Esimerkki. Lasketaan pisteiden A(2,1,3) ja

- A B
B(5,2,-4) valinen vektori AB.
Koska OA+AB =O0B , niin
AB=0B-0A=[52-4]-[213]=[3,1,-7]. o
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Avaruusvektorin a =a,i +a, ] +a,k pituus
saadaan kuvan suorakulmaisen sarmioén
lavistdjan pituutena. Pythagoraan lauseen

mukaan pohjan lavistaja d = ./a? +aZ .
Vektorin a pituus saadaan lopuksi pohja-
tasolta nousevan suorakulmaisen kolmion
hypotenuusana kateettien ollessa pohjan
lavistaja ja sarmidn oikea etusarma, joten X

‘a‘z\/d2+a§ =\[’a12+a,22+a32 :

Lause. Vektorin a=a,i+a, | +a,k =[a,,a,,a,] pituus on

‘5‘ = Ja?+a? +a;

Esimerkki. Olkoon a = [2,—1,—2]. Koska annetun vektorin suuntainen yksikko-

vektori saadaan jakamalla vektori pituudellaan ja ‘5‘ = \/22 +(-1)? +(-2)* =3,

niin vektorin a suuntainen ylisikkb'vektori on
-0 a [2-3,-2] 2 1 2
a. = T— = [ ] = [_’__,__] .
‘a‘ 3 3" 3" 3

Huomautus. Vektorin pituus saadaan Tl-laskimen funktiolla norm.

Esimerkiksi edella lasketun vektorin pituus saadaan syoétteella
norm([2,-1,-2]) 43 .

Joissakin apuvalineissa vektorin pituus lasketaan kuitenkin funktiolla abs .

Esimerkki. Maarita vektorille v = [-4,2,4] vastakkaissuuntainen vektori u,
jonka pituus on 3.
Etsitty vektori on

U=3v'o3¥_ g (A24] _ s[HA24 5 4 o
M \/(—4)2 +2% +4° 6
Vektorin U voi laskea my6s Tl-laskimen with-operaattoria kayttaen syoétteista
v .
3— Y  |v=[-424 ja  —-3unitv(v)|v=[-4,24] ,
rormy |V 424 v)|v=[-424

missa unit(v) tarkoittaa vektorin v suuntaista yksikkdvektoria.
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Esimerkki. Maarita suunnikkaan
A(-1,-14)B(3,0,3)CD(2,1,2) tuntematon karkipiste C.

Koska suunnikaan vastakkaiset sivut ovat yhta C
pitkat ja yhdensuuntaiset, niin
OC =OB +BC = OB + AD B
=[3,0,3]+[2-(-1),1-(-D,2-4] =[6,2,1],
josta C =(6,2,1).

Esimerkki. Maaritd kolmion A(3,-2,1)B(1,-1,3)C(7,0,-3)
A-kulman puolittajan ja vastaisen sivun leikkauspiste D.

Lasketaan kolmion sivuvektorit

AB=[1-3-1-(-2),3-1=[-2172], C
AC =[7-3,0-(-2),-3-11=[4,2,4]
ja niiden pituudet ‘ﬁ‘ =3 ja ‘R‘ = 6. 0"

Koska kolmion kulman puolittaja AD jakaa vastaisen sivun BC viereisten sivu-
jen suhteessa eli suhteessa 3:6, niin kysytyn leikkauspisteen D paikkavektori
saadaan pisteiden B ja C paikkavektoreiden painotettuna keskiarvona painoi-
na jakosuhdetta ilmoittavat luvut 3 ja 6 "kaanteisessa” jarjestyksessa:
o5 - 60B +30C _ 6[1-13]+3[7,0-3] _[27,-6,9]
6+3 9 9
Nain ollen piste D =(3,-2/3,1).

2
:[3,—5,1].

Huomautus. Tl-laskimella voidaan laskea my6s napa-, lierio- ja pallokoordi-
naatein annetuilla vektoreilla.

Syottbvaiheessa laskin tunnistaa eri koordinaattiesitykset koordinaattien tyy-
peista ja lukumaarista. Jos koordinaattina on kulma, niin koordinaatin eteen
kirjoitetaan kulmasymboli £. Vektorin esitykset ovat siis seuraavanlaiset

- 2-ulotteisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa [X,y]
napakoordinaatistossa [r, £ 6]

3-ulotteisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa [x,y,Zz]
lieriokoordinaatistossa [r, £ 6, z]

- pallokoordinaatistossa [R, £6, Z¢] .

Komponenttien valiin ei merkita pilkkuja, jos kaytetdan valmista vektoripohjaa.

Tulostuksen haluttu koordinaattiesitys valitaan joko moodiasetuksin tai laitta-
malla tulostettavan vektorilausekkeen peraan sopiva esitystapakomento
>Rect, >Polar, >Cylind tai >Sphere.

116 Timo Ojala, Leena QOjala, Timo Ranta: Geometria 116
Ojalain laskuopit




Esimerkki. Lieribkoordinaatiston vektorin [4, £90°,3] pituus 5 saadaan aste-
moodia kaytettdessa lausekkeesta

norm([4, £90,3]) ,
johon voi halutessaan tietenkin kirjoittaa mukaan asteen tunnuksen.
Radiaanimoodissa on kaytettava lauseketta norm([4, £90°,3]) tai kulma
muutetaan radiaaneiksi, jolloin sy6éte on norm([4, £ z/2, 3]).

Esimerkki. Pisteessa P(0,0,2) oleva kappale halutaan ripustaa korkeudella
z = 3 olevaan vaakasuoraan kattoon kolmella kdydell&, joiden nousukulmat
ovat 20°, 30° ja 40°. Mihin katon pisteisiin A, B ja C kdydet on Kiinnitettava,
kun koysien ortogonaaliprojektioiden xy-tasolla pitaisi muodostaa positiivisen
x-akselin kanssa em. jarjestyksessa suunnatut kulmat 45°, 180° ja 270°7?

Viereinen kuva esittaa ripustusta ylhaalta katsottuna. B
Tarkastellaan pisteen P ja ensimmaisen kdyden kiinnitys-
pisteen A valista vektoria pallokoordinaattimuodossa

. C OP Yy
PA =[R, £45°, £(90 — 20)°].
Laskin sieventaa taman lausekkeen suorakulmaisen
koordinaatiston vektoriksi [0.664R , 0.664R , 0.342R]. A
Koska tdman vektorin pystykomponentin tulee olla X

suuruudeltaan 3—2 =1, niin 0.342R =1, josta saamme kdyden pituudeksi
R = 2.92. Ensimmaisen kiinnityspisteen paikkavektori on siis

OA =0P +PA =[0,0,2] +[0.664R, 0.664R ,0.342R] =[1.94, 1.94, 3],
kun pituudelle R on sijoitettu edella laskettu arvo 2.92 esimerkiksi laskimen
with-operaattoria | kayttaen. Kiinnityspiste on siis A(1.94, 1.94, 3)..

Muut Kiinnityspisteet B(-1.73, 0, 3) ja C(0, -1.19, 3) voi etsié vastaavasti.

Esimerkki. Maarita ne voimat, joilla huoneen katon pisteisiin A(3,0,3),

B(-2,1,3) ja C(-1,-2,3) kiinnitetyt kdydet kannattavat pisteessa K(0,0,1) ole-

vaa kuormaa, johon kohdistuva painovoima on 1000 N.

Koska kdydet kannattavat kappaletta kdysien suuntaisilla voimilla, niin

voimat ovat muotoa pKA =p[3,0,2], qKB=q[-2,1,2]jarKC =r[-1-22].

Koska kdysien kannatusvoimat lisaksi yhdessé kumoavat alaspain suuntautu-

van painovoiman [0,0,-1000], niin

p-[3,0,2] +q-[-2,1,2] +r -[-1,—-2,2] = —[0,0,—1000] (kertomerkit tarpeen laskimessal)

Tasta vektoriyhtélosta saadaan Tl-laskimella p=1250/7,q=1500/7,r =750/7.
p[3,0,2] ~ [536,0,357] N

Koydet kannattavat siis kuormaa voimilla <q[-2,1,2] = [-428,214,429]N |
r[-1,-2,2] ~[-107,-214,214] N

joiden suuruudet 644 N, 643 N ja 321 N saadaan laskimen norm-funktiolla.
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Esimerkki. Jaetaan vektori v = [-1 -1 4] kolmeen komponenttiin, jotka ovat
vektoreiden a=[2,11], b=[1,2,3] ja c =[-1,0,3] suuntaisia.

Graafisessa ratkaisussa meidan olisi periaatteessa
konstruoitava suuntaissarmio, jonka sarmat ovat

vektoreiden a, b ja ¢ suuntaisia ja jonka avaruus-

lavistajana on vektori v.. Taman suuntaissarmion
sarmavektorit olisivat etsityt komponentit. )
Suuntaissarmion graafinen konstruoiminen on %
kuitenkin kdytannossa ylivoimaista.

Ratkaisemmekin tehtavan vain laskennollisesti. Etsitdén sellaiset kertoimet p,
gjar, etta v=pa+gb+rc .
Auki kerrotusta yhtalosta [-,-1,4]=[2p+q-r,p+2q,p +3q +3r]
2p+q-r=-1 p=1
saadaan yhtaléryhma p+29=-1 < <g=-1.
p+3g+3r=4 r=2
Etsityt komponentit ovat siis
pa=1a=[211, gb=-1123]= F1-2-3], rc = 2[-10,3] =[-2,0,6]

Huomautus. Edellinen vektoriyhtdlo kannattaa tietenkin ratkaista Tl-laskimella
vektorimuodossa komennolla

solve([-1-14]=p-[211]+q-[L23]+r -[-10,3], p,q,r)

Harjoituksia

18.1 Maarita homogeenisen kolmiolevyn v) A(1,1,1)B(2,3,4)C(6,2,1)
a) A(2,0,1)B(5,-2,3)C(4,5,5) painopiste.

18.2 Tarkastellaan pisteitd A(1,1,1,), B(1,2,3) ja C(2,-2,5). M&éarita suunnik-
kaan v) ABCX a) ABYC tuntematon karkipiste.

18.3 Maarita kolmion A(3,2,3)B(1,1,1)C (6,2,7) kulman v) A a) C
puolittajan ja vastaisen sivun leikkauspiste.

18.4 Jaavektori v) v =[855] a) u=[654] vektoreiden a=[123],
b =[2,0,1] ja ¢ =[3,1,1] suuntaisiin komponentteihin.

18.5 Maarita ne voimat, joilla huoneen katon pisteisiin P(4,1,4), Q(3,0,4) ja
R(0,-1,4) kiinnitetyt kdydet kannattavat pisteesséa v) S(1,1,2)
a) T(2,0,3) olevaa kuormaa, johon kohdistuva painovoima on 2000 N.
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18.2 Avaruusvektoreiden pistetulo

Avaruusvektoreilla pistetulon maaritelméa on aivan sama kuin tasovektoreilla-
kin, mutta laskus&antton tulee mukaan 3D-vektoreiden kolmannet komponen-
tit, jotka kayttaytyvat samoin kuin edellisetkin komponentit.

Maaritelma. Vektoreiden a ja b pistetulo eli skalaaritulo on
a.Bz\aHB\ cos(a,b) .

Laskusaants. ash =[a,a,a,]b,b, b,]=ab, +ab, +a,b,

Esimerkki. [3,4,1][6,0,-3]=3:-6+4-0+1-(-3)=15
(2i +4]+Kk)+(3i+5j)=2-3+4-5+1-0=26

Huomautus. Vektoreiden pistetulo (engl. dotproduct) lasketaan Tl-laskimella
kayttaen funktiota dotP .

Talla TI-laskimen dotP-funktiolla voit laskea my6s pallo- ja lieriokoordinaatis-
toissa annettujen vektoreiden pistetulot, vaikka me itse joutuisimme
- joko kayttamaan pistetulon maaritelméaa
- tai ensin muuntamaan kyseiset vektorit suorakulmaiseen koordinaatistoon
ja sitten laskemaan pistetulon ylla olevalla laskusaannalla.

Esimerkki. Edellisen esimerkin jalkimmainen pistetulo kirjoitetaan laskimeen
muodossa dotP([2 4,1],[3,5,0]).

Huomaa, etta laskimen &skeista syotettd ei saa lyhentdd muotoon
dotP([2,4,1],[3,5]). jossa on samanaikaisesti 2D- ja 3D-vektori, vaikkakin

pistetulon (2i +4})«3i +5]) voi kirjoittaa muodossa dotP([2,4],[3,5]).

Esimerkki. Lasketaan malliksi TI-laskimella helpon pallokoordinaatistovektorin
ja helpon lierickoordinaatistovektorin pistetulo

dotP([5, £0, #90°],[3, £0,0]) 415
Joko laskimella tai mielesséasi voit todeta, etta pistetulon tekijavektorit ovat
suorakulmaisessa muodossa [5,0,0]ja [3,0,0] eli laskin laski pistetulon oikein.
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Esimerkki. Laske vektoreiden a =[1,-2,2] ja b =[3,0,-4] valinen kulma.
Pistetulon maaritelmasta asb = ‘5‘ ‘5‘ cos(a,b) voidaan ratkaista
ab  13+(-2)0+2(-4) -1

costa.b) = allb] (-2 + 22 3%+ (-4y’ "3

joten

x(a,b) = cos‘l(—%) =109.5°

Huomautus. Tl-laskimeen voi maaritella kaikissa koordinaattijarjestelmissa
kayttokelpoisen funktion "kulma”, joka laskee argumentteina annettavien vek-
toreiden valisen kulman suuruuden:

Define kulma(a,b) = cos™ (dotP(a, b)/(norm(a)norm (b)))

Testi: Astemoodissa pitda edellisen esimerkin mukaisesti saada
kulma ([1,-2,2],[3,0,-4]) [1]109.5

Esimerkki. Laske kolmion ABC kulma B, C
kun AB =[12,3] ja BC =[2,3,4].

o

A 7

Yo

Laskin antaa vektoreiden AB ja BC valiseksi >
kulmaksi 7.0° . Laskemamme kulma tarkoittaa kuitenkin sita kulmaa, joka jaa
vektoreiden valiin, kun ne on siirretty alkamaan samasta pisteesta. Laskettu

kulma onkin siis kolmion kulman B vieruskulma eli <<B =173°.

Esimerkki. Koska pallokoordinaatistovektori [5, £0, #90°] ja lieribkoordinaatis-
tovektori [3, £0,0]) ovat positiivisen x-akselin suuntaisia, niin niiden valinen

kulma on tietenkin 0. Sama todetaan maarittelemallamme kulmafunktiolla;
kulma([5, £0, £90°],[3, £0,0]) L O

Aiemmin todettu kohtisuoruusehto on voimassa myds 3D-vektoreille:

Kohtisuoruusehto. Kaksi vektoria on kohtisuorassa toisiaan vastaan silloin ja
vain silloin, kun niiden pistetulo on nolla:

alb < a-b=0

Esimerkki. [2,5,1] L [5,2,-20], silla [2,5,1]+[5,2,-20] =10 +10—-20 =0.
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Esimerkki. Haetaan vektori[X,y,z] , joka on kohtisuorassa vektoreita [1,2,3] ja
[3,-2,1] vastaan.

Kohtisuoruusehdon mukaan vektorin [x,y,z] pistetulo annettujen vektoreiden
X+2y+3z=0

3x-2y+z=0"

jonka laskinratkaisusta x =—nl1 and y =—-nl and z = nl nahdaan, etta kohti-

suoria vektoreita on aarettdtman monta ja ne ovat muotoa
[-z,—z,z], missa z on mielivaltainen reaaliluku.

kanssa on nolla, joten saamme yhtaloparin

Pistetulot voi jattad myds laskimen laskettavaksi seuraavasti
solve(dotP ([x.y.2].[1.2,3]) =0 and dotP ([x,y,z].[3,-2.1]) = 0,{x.y, z})

Tehtavan voi ratkaista vahaisemmillakin omilla tiedoilla kayttaen aikaisemmin
maariteltya kulmafunktiota seuraavasti:

solve(kulma([x, y,Z],[142,3]) =90° and kulma([x,y, z].[3,-2,1]) = 90° X, Y, 2)

Jos laskut on suoritettava kasin, niin tama esimerkki kannattaa myéhemmin
ratkaista ristitulon avulla, koska silloin ei tarvitse ratkaista mitaan yhtéaloparia.

Vektoreiden pistetulolausekkeille on voimassa seuraavan lauseen mukaiset
Lause. (i) asb=bsa

(i) (a+b)e(C+d)=asc+asd +bec +bed

(i) (ta)b =t(asb) = as(th)

Todistus. Pistetulon vaihdantalaki perustuu kertolaskun vaihdantalakiin:

a-b =[a,a,,a,])[b,b,,b,] =ab, +ab, +a,b, =ba, +b,a, +b.a, =b-a
Osittelulain todistus on pidempi, vaikkakin perustuu perusalgebran lakeihin:
(a+b)'(c+d):([ayazaas]+[b1’b21b3])'([C1’C2’C3]+[d1’d2’d3])

=[a,+b,,a, +b,,a, +b,]s[c, +d,,c, +d,,Cc, +d,]
:(a1+b1)(cl+d1)+(a2 +b2)(C2 +d2)+(a3 +b3)(C3 +d3)
=(a,c,+a,d, +bc, +bd,)+(a,c, +a,d, +b,c, +b,d,)+(a,c, +a,d, +b,c, +b,d,)
= (a1cl+a2C2 +a3C3)+(a1d1+a2d2 +a3d3)+(blcl+b202 +b303)+(b1d1 +b2d2 +b3d3)
=asC+asd +bec +bed
Skalaaritekijan siirtosaanto todistetaan osoittamalla, etta kaikki siin& esiintyvat
lausekkeet voidaan laskea auki muotoon tab, +ta,b, +ta,b,.

121 Timo Ojala, Leena QOjala, Timo Ranta: Geometria 121
Ojalain laskuopit




Huomautus. Kaikki tAhan mennessa oppimamme vektorien laskutoimitukset
- yhteen- ja vahennyslasku
- skalaarilla kertominen
- pistetulo
noudattavat (lahes poikkeuksetta) lukujen yhteen-, vdhennys- ja kertolaskua
koskevia algebran laskulakeja.

Huomautus. Pistetulolausekkeilla laskeminen poikkeaa luvuilla laskemisesta
seuraavasti:

- kolmen vektorin pistetulolauseke 5-(5-5) tai (5-5)-5 ei ole maaritelty,
koska pistetuloa ei maaritella luvun ja vektorin valilla
- luvuilla voimassa olevaa tulon nollasaantdéa
ab=0 < (@a=0taib=0)
vastaa vektoreiden kohtisuoruusehto
ab=0 < alb.
Vektoreiden pistetulo voi siis olla nolla, vaikka kumpikaan tekijoista ei ole
nollavektori, riittad, ettéa vektorit ovat kohtisuorassa.

- Lukujen osaméaaralauseke % voidaan supistaa muotoon %, mutta vekto-
rien vastaavaa lauseketta %;9 ei voi supistaa, koska supistamisen jalkeen
«C

jaljelle jaavan kahden vektorin osamaaraa ei olisi edes maaritelty.

Huomautus. Pistetulon laskusaanto

(a1|_ + 32] + %E)'(bli + bz]T + bsk) = a1b1 + azbz + aebs
saattaa vaikuttaa ristiriitaiselta pistetulon osittelulain kanssa, jonka mukaan
kyseinen pistetulo pitaisi laskea yhdeksané pikkutulona muodossa

(ayi+a, j+a,K)(byi+b, j+ b k)
=ajbisi+ab,i-j+abikrabpirabjiab ik ahkirabk jabhkl
Kohtisuoruusehdon vuoksi kuitenkin kuusi pistetulolauseketta haviaa. Kolmea
jaljelle jadvaa lauseketta voidaan edelleen sieventdd, koska esimerkiksi

joi = M M cos(i,i) = 1. Osittelulain mukainen lauseke sievenee siis jo tutuksi tul-

leeksi pistetulon laskusaannoksi.

- | — —2 .
Huomautus. Koska a-a:‘aHa‘cos(a,a)z‘a‘ , niin
- = —2
a.a = ‘a‘

] =aa

Timo Ojala, Leena QOjala, Timo Ranta: Geometria 122

122 G :
Ojalain laskuopit




Tehtavia

18.6

18.7

18.8

18.9

18.10
18.11

18.11

18.12

18.13

123

Laske vektoreiden v) a=[121] jab=[24,2]

a) c=[122]jad=[-1-2-2] pistetulo kasin seka maaritelman etta
laskusaannon avulla. Tarvittavan kulman voit paatella. Tarkista tulok-
sesi viela laskimellakin.

Tarkastellaan kolmioita v) A(1,2,3)B(3,1,5)C(8,13,5)

a) A(1,1,1)B(3,4,3)C(3,5,7) . Laske seké laskintasi funktiolaskimena
kayttaen etta sita tehokkaasti hyodyntaen vektoreiden AB ja BC véli-
nen kulma. Kuinka suuri on kolmion kulma B?

Laske voiman v) F=[325]N a) F=[3,21]N tekema tyd siir-
tymassa s =[2,-14] m.

Maarita vektoreiden v) [2,2,]]ja[3,2,t] a) [1,2,3]ja[3,-2,t] vali-
nen kulma, kun t = 2. Milla t:n arvolla vektorit ovat kohtisuorassa toisi-
aan vastaan?

Olkoon a=[2,-3,1] ja b =[114]. Laske usein esiintyvt lausekkeet
‘5‘ ‘5‘ cos(a,b) ja ‘25“55‘ cos(5a,2b) paassalaskuina. Tulokset voit tar-

kistaa laskimella, mutta viela nopeammin sinun pitaisi selvita tehtavas-
ta paassa laskien!

Laske seké kasin (kuvasta voit katsoa tarvittavat kulmat) etté laskimella
pallokoordinaatistovektorin b =[6, 290° £90°] ja lierikoordinaatisto-
vektorin  v) v =[3,290°0] a) a=[4,2-90",5] npistetulo.

Maarita vektoreiden [5, 0, 0], [5, £90°, 0], [5, £90°, £30°] ja

[5, £90°, 5] véliset kulmat seka havainnollistavan kuvan avulla etta
laskimeen méaarittelemaasi kulmafunktiota kayttden. Huomaa, etta tas-
sakin tehtavassa vektorit on annettu eri koordinaatistoissa siten, etta
vektorin koordinaattiesityksessa olevien kulmamerkkien maara ilmai-
see, mista koordinaatistosta on kyse.

Maarita maapallon pinnalla olevien paikkojen

V) A: 60° pohjoista leveytta ja 55° itaista pituutta sekd B: 20° ete-
laista leveytta ja 90° lantista pituutta

a) A: 40° etelaista leveytta ja 20° itaista pituutta seka B: 60° poh-
joista leveytta ja 50° lantista pituutta

valinen lyhin etaisyys seka i) maan lapi mitattuna etta

i) maan pintaa pitkin. Maapallon ymparysmitta on 40000 km.
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18.2 Avaruusvektoreiden pistetulo

Tutkittaessa 3-ulotteisen avaruuden vektorin projektiota toisella saman avaruu-
den vektorilla, kannattaa vektorit siirtdéd alkamaan samasta pisteesta. Silloin
vektorit ovat saman tason vektoreita ja vektorin projektio maaritella&n kuten
tasovektorinkin projektio. Projektiovektorin laskukaavakin on sama, vaikka
kaavassa olevat pistetulot on laskettava avaruusvektoreiden pistetuloina.

Lause. Vektorin a projektio vektorilla b voidaan laskea kaavasta

a = 2215
beb

Esimerkki. Laske vektorin v =[3,0,6] projektio vektorilla u =[2,1,-2].

v :(‘Z'E)G{ 3-2+0-1+6-(-2) J[Z,l—Z]
UeU 2:2+1-1+(-2)-(-2)
e R

3'3

Saman projektiovektorin voi laskea myo6s Tl-laskimen komennoilla
(dotP([3,0,6],[2,1,-2]) /dotP([2,1,-2],[2,1,-2])) [2,1,-2]

(dotP(v,u)/dotP(u,u))u | v =[3,0,6] and u = [2,1,-2]

Huomautus. Laskimeen kannattaa maaritella funktio vp, joka laskee ensim-
maisena argumenttina annettavan vektorin projektion toisen argumentin mu-
kaiselle vektorille:

Define vp(a,b) - (dotP(a,b)/dotP(b,b))b
24

Testi:  vp([3,0,6],[2,1,-2]) [] [- 3 -£.3]

Esimerkki. Laske kolmion A(3,4,1)B(1,4,2)C(5,2,0) A
korkeusjanan AD kantapiste D. g

Koska OD = OB +BD = OB + BAsc , niin sybtteelld b ¢

[1.4,2]+vp([3,4,1]-[1,4,2],[5,2,0] - [1,4,2]) 5
saadusta paikkavektorista [8/3, 19/6, 7/6] saadaan kantapiste D=(8/3,19/6,7/6)
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Esimerkki. Jaa voima F =[1,2,3] siityman s =[3,1,0] suuntaiseen ja siirty-
maa vastaan kohtisuoraan komponenttiin.

Siirtyman suuntainen komponentti saadaan
lausekkeesta

F, =Fs = vp((1,2,3],[3,1,0]) = [1.5, 0.5, 0].
Koska komponenttien summa on F , niin
F, =F -F, =[12,3]-[1.5,0.5,0] =[-0.5,1.5,3].

Lasketaan tarkistuksen vuoksi viela F,-s=-1.5+1.5+0=0, joten kohti-

suoruusehdon mukaan F, L s, kuten vaadittiinkin.

Tehtavia

18.14 Jaavektori v) v=[7,7.7] a) v=[654] vektorin a=[123]
suuntaiseen ja vektoria a vastaan kohtisuoraan komponenttiin.

18.15 Maarita pisteen  v1) P(3,0,1) a) Q(4,1,2) peilikuvapiste suoran
K(0,0,1)L(3,3,4) suhteen. (Vanha 18.5)

18.5 Ristitulo eli vektoritulo

Maaritelma. Kolme vektoria a, b ja c, jotka eivat ole saman tason suuntaisia,

muodostavat tassa jarjestyksessa oikeakétisen kolmikon, mikali voimme
asettaa oikean kaden peukalon, etusormen ja keskisormen naiden vektoreiden
suuntaisiksi mainitussa jarjestyksessa siten, etta keskisormi osoittaa kamme-
nen sisapuolelle.

Vasenkatinen kolmikko maaritellaan vastaavalla tavalla.

Jos vektorit ovat saman tason suuntaisia, niin kolmikon katisyytta ei maaritella.

Esimerkki. Kolmikko i, jjak ja siita kiertovaihtelulla saatavat kolmikot

j, kjai seka k, ijaj ovat oikeakatisia.
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Maaritelma. Vektoreiden a ja b ristitulo eli vektoritulo axb on vektori,
joka toteuttaa seuraavat kolme ehtoa
(i) axb onkohtisuorassa vektoreita a ja b vastaan,

(i) kolmikko @, b ja axb on oikeankatinen,
(iif) vektorin axb pituus on \EXB\ = \5\ \B\ sin(a,b).

Huomautus. Ristituloa ei yleensé lasketa méaaritelméan perusteella vaan kayt-
téden kohta esitettavaa ristitulon laskusaantoa tai laskinta tms.

Luonnossa on kuitenkin monia tilanteita, joissa esiintyy yo maaritelman mukai-
nen vektori tai pituusehdon (iii) mukainen skalaarilauseke. Meidan onkin hallit-
tava ristitulon maaritelma, jotta kaytanndssa vastaantulevista lausekkeista na-
kisimme, onko kyseessa ristitulo tai ristitulon pituus. Taman todettuamme risti-
tulo lasketaankin sitten yleensa apuvalineilla.

Huomautus. Jos suunnikkaan sivuvektorit ovat a ja b, niin suunnikkaan ala

oN A = ‘5‘ h= ‘5‘ ‘5‘ sina = ‘5‘ ‘5‘ sin(a,b) = ‘Ex 5‘.

P

Koska lisaksi kolmion ala on puolet vastaavan suunnikkaan alasta, niin saam-
me seuraavat tulokset.

Lause. Suunnikkaan ja kolmion alat saadaan kahden sivuvektorin ristitulon
avulla

Asuunnikas = ‘aX b‘

Acoimio :% ‘5X6‘

Esimerkki. Jos hiukkanen, jonka varaus on g, likkuu nopeudella v magneet-
tikentassa, jonka kenttavoimakkuus on B, niin hiukkaseen vaikuttaa voima F ,
jonka suuruus on ‘E‘ =|a| ‘\7‘ ‘E‘ sin(v, B) ja joka on kohtisuorassa seké nopeut-

ta v etta kenttavoimakkuutta B vastaan. ltse asiassa
F =q(vxB).
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Ristitulon laskus&antd. Vektorien a=[a,a,,a,] ja b =[b,b,b,] ristitulo on
axb =[ab; ~a,b,,a;,b, —ab;,ab, —a,b] -

Ristitulon laskusdadnndn perustelu.

Osoitamme ensin kohtisuoruusehtoa kayttaen, ettd laskusdannon mukainen
vektori on kohtisuorassa esimerkiksi vektoria a vastaan, silla

[a,8,,8,]-[a,b; —a;b,,a;b, —ab;,ab, —a,b)]

=a,(a,b, —a;b,) +a,(a;b, —a,b;) +a,(ab, —a,b,) =0
Samoin osoitetaan, etté ko. vektori on kohtisuorassa vektoria b vastaan jato-
teuttaa siis maaritelmén kohdan (i) ehdot.
Seuraavassa lasketaan saanndssa esitetyn vektorin pituuden nelio

[a;b; —asb, , asby —ab, , ab, —ab]

2
= J(@,b; —asb,)? + (ash, —ayb;)? + (ab, —a,b,)?
= (a,’b,* — 2a,a,b,b, +a,°b,?) + (a,°b,* — 2a,a,b,b, + a,’b,?)
+(a,°b,? —2a,a,b,b, +a,°b?)

Tasséa on kaikki samat termit kuin maaritelman mukaan pitaa ristitulon axb

pituuden neliéssa ollakin:
2

_|ab
alp
= (a12 + a22 + a32 )(b12 + bzz + bsz ) - (albl + azbz +a3 b3 )2
= (8207 +a’b,2 +a2b? +8,2b? + 3,257 +8,2b.% +a7h? +a,?b,? + a,2b’ )
~(a27 + a7 + a2 +2a,3,b,b, +2a,a,b,b; + 2a,a5b,b, )

" [p[sin?(a.b)=[a] [p|" (1-cos* @b)) =[e] o[ |1 =l |p[ - (a-by

Vertaamalla edelld laskettuja kahta neli6lauseketta havaitaan, etta ristitulon
laskusaanndn mukainen vektori toteuttaa maaritelman ehdon (iii).

Sivuutamme kolmikon a, b ja axb katisyytta koskevan ehdon (ii).

Ristitulon laskusaant6 on helppo muistaa muodossa:

i j ok
axb=|a a, a,
bl I':)2 b3
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2
1

=4i+9j-k—-6k+3i-2j=[7, 7, -7]

N W x|
Il
W R =

i
Esimerkki. [123]x[3,-12]=|1
3 -1 2|3 -1

Kolme laskevaa tuloa miinus kolme nousevaa tuloa

Huomautus. Ristitulon (eli kahta annettua avaruusvektoria vastaan koh-
tisuoran vektorin) laskeminen 3-rivisend determinanttina on yleistys aikaisem-
min todetulle tulokselle, jonka mukaan eras tasovektoria [a,,a,] vastaan kohti-

i

a,

suora tasovektori saatiin kaksirivisena determinanttina

Huomautus. Ristitulon voi laskea kayttéaen Tl-laskimen funktiota crossP .
Edellisen esimerkin tulos saadaan siis katevammin seuraavasti
crossP([1,2,3],[3,-1,2]) 4 [7,7,-7]

Esimerkki. Koska kolmion A(0,1,2)B(2,4,2)C(5,1,6) alaon A= %‘ﬁ X E‘ :

niin syotteesta 1/2 norm(crossP([ 2, 3,0],[5, 0, 4])) saamme kolmion alalle ar-
von 10.4.

Lause. Vektoreiden ristitulolle on voimassa seuraavat yleiset lait:

() axa=0

(i) axb=-bxa (antisymmetria)
(i) (@+b)x(c+d)=axc+axd+bxc+bxd (osittelulaki)
(iv) (ta)xb=t(axb)=ax(tbh) (skalaaritekijan siirtosaanto)

Lauseen kohdat (i) ja (ii) ovat seurauksia ristitulon maaritelmasta.

Kohdan (iii) voi todistaa oikeaksi toteamalla vaitteen vasemman ja oikean puo-
len erotuksen nollaksi kasin laskien tai laskimen lausekkeella
crossP(a+b,c+d)-crossP(a,c)-crossP(a,d)-crossP(b,c)-crossP(b,d) |
a=[al,a2,a3] and b=[b1,b2,b3] and c=[c1,c2,c3] and d=[d1,d2,d3]

Myo6s kohdan (iv) voi todeta oikeaksi kasin laskien tai laskimella.

Huomautus. Koska ristitulo ei noudata liitantalakia, niin lausekkeet
ax(bxc) ja (axb)xc ovatyleensa erisuuret.
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Tehtavia

18.16

18.17

18.18

18.19

18.20

129

Maarita jokin vektoreita v) a=i+ 2] +3k ja b=2i+ 3] +k
a) a=[241 ja b=[-234] vastaan kohtisuora vektori.
M&arita kolmion v) A(2,1,0) B(3,1,1) C(4,0,-2)

a) A(3,2,1)B(4,2,2)C(5,1,-1) pinta-ala.

Maarita jokin piste, joka on 9 yksikon etaisyydella kolmion

v) A(L,1,1)B(3,1,2)C(1,2,2) a) A(1,2,3)B(3,2,4)C(1,3,4)

maarittamasta tasosta.

Jaa vektori v) v=[6,9,3] a) v=[516,0] vektoreiden a=[123]ja

b =[2,0,1] suuntaisiin ja niita vastaan kohtisuoraan komponenttiin. aikaimpi 18.12

Olkoon a =[2,-3,1] ja b =[114]. Laske ilman laskinta
a) ‘5‘ ‘B‘Sin(a,ﬁ) , H‘B‘ cos(a,b) , ‘55“ AH sin(2,d

—2 |—2 . .
V) ‘a‘ ‘b‘ S|n(2-<(a, b)).
Tulokset voit tietenkin helposti tarkistaa kunnollisella laskimella, jos-
kaan laskin ei ehkd anna kohdan v) alkuperaisesté lausekkeesta yhta
kaunista vastausta kuin sinun pitéisi saada jopa nopeammin ilman las-

kinta kynalla paperille laskien, kunhan vain huomaat sieventaa lause-
ketta!
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18.6 Kolmituloista

Piste- ja ristituloa kayttaen voi kolmen vektorin vélille yrittdd muodostaa seu-
raavat tulot, joita tekijoiden lukumaaran perusteella sanotaan kolmituloiksi,
mikali tulot ovat maaritellyt:

1) ae(bec) ei ole maaritelty vektorin ja skalaarin pistetulona

2) (a<b)c ei ole maaritelty skalaarin ja vektorin pistetulona

3) ax(bxc) on tietty vektori kahden vektorin ristitulona

4) (axb)xc on tietty vektori kahden vektorin ristitulona

5) a«(bxc) on tietty skalaari kahden vektorin pistetulona

6) (5>< 5)-6 on tietty skalaari kahden vektorin pistetulona

7) ax(bec) eiole madritelty vektorin ja skalaarin ristitulona

8) (asb)xc  eiole maaritelty skalaarin ja vektorin ristitulona

Kohtien 3) ja 4) tuloja sanotaan vektorikolmituloiksi, koska néiden kolmitulo-
jen arvot ovat vektoreita. Koska ristitulo ei noudata liitantalakia, niin kohtien 3)
ja 4) vektorikolmitulot ovat yleensa erisuuret.

Kohtien 5) ja 6) tuloja sanotaan skalaarikolmituloiksi, koska naiden kolmitu-
lojen arvot ovat skalaareita. Voidaan osoittaa, etta kohtien 5) ja 6) skalaarikol-
mitulot ovat aina yhta suuret.

Jos kolmitulossa on yksi risti ja yksi piste, niin kohtien 5-8) mukaan ristitulo on
laskettava ennen pistetuloa, jotta lauseke olisi maaritelty. Tahan perustuen
skalaarikolmituloista kaytetan toisinaan merkintgji a-bxc ja axbec ilman
sulkeita, koska oletetaan, etta lukija laittaa sulut siten, ettéa lausekkeet on maa-
ritelty.

Esimerkki. Olkoon a=[123], b=[4,3,2] ja c=[5,23]. Lasketaan edella
mainitut kolmitulot laskimella seuraavista syotteista

[1,2,3]|STO —fa : [4,3,2]|STO /b : [5,2,3]|STO —|c
3) crossP(a,crossP(b,c)) Tulos: [-8, 22, -12]
4) crossP(crossP(a,b),c) Tulos: [40, -10, -60]

5) dotP(a,crossP(b,c)) Tulos: -20
6) dotP(crossP(a,b),c) Tulos: -20
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Lause. Jos suuntaissarmion erisuuntaiset

sarmavektorit ovat a, b ja ¢ (missa jarjestyk-
sessé ja kumpaan suuntaan tahansa), niin
suuntaissarmion tilavuus on

V

suuntaissarmio

= ‘(5. X B)-E

Perustelu. Jos samasta karjesta lahtevat sarméavektorit muodostavat kuvan
mukaisesti oikeakatisen kolmikon, niin

Vsuuntaissérmi('j = Abohja ’ h = ‘a x b‘ ) h = ‘a ot b‘ ’ ‘C‘ Cos V= ax b°C
Kaavan itseisarvomerkit tarvitaan, jos sarmavektorikolmikko on vasenkatinen
tai jokin sarmévektoreista on laskettu "vaaraan” suuntaan.

Esimerkki. Laske pisteen P(4,5,6) etaisyys
pisteiden K(0,0,1), L(3,5,2) ja M(3,2,1)
maaraamasta tasosta.

Annetuista pisteista voidaan taydentaa
suuntaissarmio, jonka tilavuus voidaan
laskea kahdella eri tavalla:

‘(ax b) - c‘

A\)ohjasuunnikas ) ‘(a X b) C‘ R h
‘a X b‘

Etdisyys saadaan laskinsyotteesta

abs(dotP(crossP(a,b),c)) ‘

norm(crossPa.b)) =[3,5,1] and b=[3,2,0] and ¢ =[4,5,5] 9

N

Huomautus. Lausekkeiden |asb

ja \5x 5‘ pystyviivat esittavat eri operaatioita.

Pistetulon ymparilla pystyviivat tarkoittavat sisalla olevan lukuarvoisen lausek-
keen itseisarvoa, joka yleisesti lasketaan apuvalineiden abs-funktiolla.
Vektoritulon ymparilla pystyviivat tarkoittavat sisélla olevan vektoriarvoisen
lausekkeen pituutta, jonka jotkin laskimet laskevat abs-funktiolla ja jotkin toiset
(kuten Tl-laskin) laskevat norm-funktiolla.

Tehtava

18.21 Tarkastellaan suuntaissarmiota, jonka karjestd v) A(4, 2,0)
a) A(1,1,1) Ilahtevat sarmat paattyvat pisteisiin B(2,3,4) , C(5,4,3) ja
D(7,3,0). Maarita suuntaissarmion tilavuus ja karjen D etaisyys pistei-
den A, B ja C kautta kulkevasta tasosta.
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19. KOMPLEKSILUVUISTA

19.1 Suorakulmainen muoto

Kompleksiluvut ovat muotoa x + yi olevia kirjoitelmia, missa x ja y ovat mieli-

valtaisia reaalilukuja seké i on ns. imaginaariyksikko, joka toteuttaa ehdon
i?=-1.

Kompleksilukujen peruslaskutoimitukset (yhteen-, vahennys- ja kertolasku

seka kokonaispotenssiin korotus) suoritetaan kuten vastaavat laskut tavallisilla

kirjainlausekkeilla ottaen tarvittaessa huomioon, etta i*> = -1 .

Koska reaaliakselilta ei I6ydy em. ehdon toteuttavaa M

lukua i, niin kompleksilukuja ei voi havainnollistaa m (Y
reaaliakselin pisteilla, vaan havainnollistamisessa Z=X+y
kaytetdadn apuna kaksiulotteista xy-tasoa, jota y
sanotaan nyt kompleksitasoksi.

Kompleksilukua z = x +yi kuvataan kompleksitason X Re}

pisteella (x,y) tai taman pisteen paikkavektorilla.
Kompleksitason akseleita sanotaan reaali- ja imaginaariakseliksi.

Kompleksiluvun z = x +yi kertoimia x jay sanotaan kompleksiluvun reaali- ja
Imaginaariosiksi ja niitd merkitddn x = Re(z) ja y =Im(z)

Kompleksiluvun imaginaariosa on pelkka imaginaariyksikon kerroin ilman ima-
ginaariyksikk6a, joten imaginaariosa on reaalinen!

Tl-laskimessa reaali- ja imaginaariosien tunnukset ovat Real(z) ja Imag(z).

Kompleksiluvun esitysmuotoa z = x + yi voidaan sanoa esimerkiksi

- summamuodoksi, koska kompleksiluku on esitetty summana

- suorakulmaiseksi muodoksi, koska esityksessa kaytetaan apuna komp-
leksitason pisteen suorakulmaisia koordinaatteja eiké napakoordinaatteja,
mika olisi myds mahdollista

- algebralliseksi muodoksi, koska esityksessa ei tarvita trigonometrisia
funktioita eikd eksponenttifunktiota

Kompleksiluvun summamuoto soveltuu hyvin yhteen- ja vdhennyslaskun suo-
rittamiseen seuraavan esimerkin mukaisesti.
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Esimerkki. (3+i)+@+2i)=4+3i

@B+i)-(1+2)=2-i Z1+22772 '
2
Kompleksilukujen yhteen- ja vahennyslaskua on helppo Z; Z,
havainnollistaa kayttaen kompleksitason vektoreita, o~
joiden graafinen yhteen- ja vahennyslasku suoritetaan é Re
kuten muillakin vektoreilla. zin 2
Viereisessé kuvassa z, =3+i ja z, =1+2i. |

Maaritelma. Kompleksiluvun z = x +yi itseisarvo |z tarkoittaa kompleksilu-
kua esittdvan vektorin pituutta ts.

z| = x> +y? .
2| =

Maaritelma. Kompleksiluvun z = x + yi liittoluku z saadaan vaihtamalla
imaginaariosan merkki ts. Z=X- yi .

Esimerkki. [3-4i|=3%+(-4)> =5 , 3-4i =3+4i

Huomautus. Joissakin kirjoissa kompleksiluvun tunnuksena kaytetaan vektori-
opista tuttua merkintéad, jossa kirjaimen péaalla on viiva. Téallaisessa esityksessa
esimerkiksi z tarkoittaa jotakin kompleksilukua sinansa eika kompleksiluvun z
liittolukua. Jos viiva ilmoittaa luvun kompleksisuutta, niin liittoluvun tunnuksena
voidaan kayttaa esimerkiksi tahtea, jolloin z on kompleksiluvun z liittoluku.

Koska merkinnat vaihtelevat eri kirjoissa, niin uutta kirjaa kaytettdessa on mer-
kinnat aina ensin tarkistettava.

Lause. z-z=z

Todistus. Edella kaytetyin merkinndin
z-z=(X+yi)(x-yi)=x2—(yi? =x2+y? = \2\2.

Huomautus. Kompleksiluvun itseisarvolle on voimassa reaalialueelta tutut tu-
lokset, jotka esitetddn seuraavassa lauseessa.
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Lause. |z, + z,| <|z|+|z,|  (kolmioepayhtalo)
2, 2,| = [z]-|z,|

2,

2.

Z,

Lause. Liittoluvuilla on mm. seuraavat ominaisuudet

z+2,=2,+2, , 2,-2,=2,-2, , 2,°2,=2-2, , zlz,=2]/12,

Huomautus. Imaginaariyksikon tunnuksena Tl-laskimessa on symbolivali-
koista I16ytyva "kaunokirjoitus 1”, eika alpha-i . Jatkossa tassa monisteessa ei
tehd& eroa naiden symbolien valilla.

Huomautus. Itseisarvon ja liittoluvun tunnuksina Tl-laskimessa kaytetaan
funktioita abs() ja conj() .

Esimerkki. Liittoluvuille esitetyt tulokset voi todeta oikeiksi olettamalla luvuille
Z, ja z, esitykset x, +y,i ja X, +Y,I jalaskemalla yhtaléiden molemmat
puolet joko kasin tai laskimella. Yhtalon puolten vertaaminen tapahtuu laski-
mella parhaiten laskemalla eri puolten erotus, josta tulee nolla, jos eri puolet
ovat yhta suuret. Esimerkiksi vimeinen ominaisuus todetaan oikeaksi, koska
laskin sieventdd seuraavan erotuksen nollaksi

conj(z1/ z2) - conj(z1) / conj(z2) ‘ z1=x1+yli and z2=x2+y2 i

Huomautus. Tl-laskin tulkitsee m&éritteleméattéman muuttujan reaaliseksi,
joten laskin sieventaa esimerkiksi lausekkeen conj(z) lausekkeeksi z ja lau-
sekkeen imag(z) nollaksi.

Samoin maarittelemattdmia muuttujia kaytettaessa laskin sieventaa lausek-
keen z —real(z) nollaksi. Vaikka tulos pitaakin paikkansa reaaliluvuilla, niin me

emme saa tulkita, etta tulos olisi voimassa kaikilla kompleksiluvuilla. Mikali
z:lla on laskimessa arvo x + yi, niin lauseke z —real(z) sievenee oikein muo-

toon vyi.

Timo Ojala, Leena QOjala, Timo Ranta: Geometria 134
134 G :
Ojalain laskuopit




Muuttujan kompleksisuuden voi ilmaista laskimelle T1-89 kayttden muut-
tujan nimen peréassa alleviivausviivaa, joka vastaa joidenkin oppikirjojen ta-
paa merkitd kompleksiluvun tunnukseksi aina viiva. Koska alleviivausviivan

kaytto ei kuitenkaan méaarittele muuttujaa tarkemmin, niin laskin ei pysty
sieventdmaan tallaista lauseketta. Niinpa esimerkiksi lauseke

z_—real(z_)-imag(z_)i sdilyy laskimella sievennettaessa samanlaisena,
vaikka sen arvo on 0 olipa z_ mika tahansa kompleksiluku.

Koska kompleksiluvun summamuoto on alla olevienkin esimerkkien mukaisesti
varsin hankala suoritettaessa kasin kompleksilukujen kerto- ja jakolaskuja, niin
seuraavassa pykalassa perehdytaan polaarisiin muotoihin, joissa kaytetaan
apuna napakoordinaatteja. Tulotyyppisten lausekkeiden laskeminen kasin on
talléin helppoa, mutta kasin suoritettavat yhteenlaskut muodostuvat hankaliksi.

Esimerkki. (1+2i)(3+4i)=3+4i +6i +8i* =-5+10i

=-1

Huomautus. Koska kompleksiluvun ja sen liittoluvun tulo on reaalinen, niin
kahden kompleksiluvun osamé&aré voidaan sieventaa laventamalla se
nimittdjan liittoluvulla, jolloin nimittajaksi tulee yksiterminen monomi, jolla on
helppo jakaa:
=-8
1+2i  (1+2i)(3+4i) 3+4i+6i+8i° -5+10i
3-4i (3-4i)B+4i) 3 -4} 25

=-16

=-0.2+0.4i

19.2 Kompleksiluvun polaarisia esityksia

Lausumalla kompleksiluvun suorakulmaiset ImA
koordinaatit x ja y napakoordinaattien r ja 6 avulla
saadaan kompleksiluvun trigonometrinen esitys: _
y=r-sind
Z=X+Yi=rcosd+(rsing) 0
=r(coséd+isind) X=r-COS{ Re>

Kompleksiluvun trigonometrinen esitys on usein pitka ja hankala, joudutaan-
han siina vaihekulmakin ilmoittamaan kaksi kertaa, esimerkiksi

—6.54 -3.21i =7.29(cos(-153.9°) +i sin(-153.99)) .
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Kompleksiluvun trigonometrista esitysta onkin tapana lyhentaa ja selkiyttaa
korvaamalla se osoitinesityksella, joka luetaan "r kulmassa 6"

r(cos@+ising) =r|0

Esimerkki. —6.54—3.21i =7.29(cos(~153.9°) + i sin(-153.9°)) = 7.29|-153.9°

Osoitinesitys soveltuu késin laskettaessa erittéain hyvin tulolausekkeiden kasit-
telyyn, kuten seuraavasta lauseesta ilmenee.

Lause. L6, 1|0 =nr,|6, + 6,

-t

(6 =1"[ng  (ne7)

Osoittimet kerrotaan keskenaan siten, etta pituudet kerrotaan keskenéan ja
vaihekulmat lasketaan yhteen.

Osoittimet jaetaan kesken&an siten, etta pituudet jaetaan ja vaihekulmat va-
hennetaan.

Osoitin korotetaan potenssiin siten, etta pituus korotetaan potenssiin ja vaihe-
kulma kerrotaan eksponentilla.

Lauseen todistus. Todistetaan lauseen ensimmainen kohta palautumalla tri-
gonometriseen esitykseen:
VP =r,(cosé, +i sind,)-r, (cosd, +i sinb, )
=r,r,(cos@, cosd, +i cosd, sind, +i singd, cosh, +i* sing, sing,
=r,r,((cosé, cosd, — sing, sind, )+ i (cosp, sirg, + sing, cod, ))
=r,r,(cos(@, +6,)+isin@, +86,))= OP

Lauseen toinen kohta voidaan todistaa aivan samoin ja viimeinen kohta on
seuraus kahdesta edellisesta kohdasta.

9)120°-(2[240°)" 9]120°-2|4-240°

Esimerkki. =
(?;l&)2 3?|2-20°
9 24 véhenna 2-360°
|120°+4-240°-2-20°=16] 1040° =16|320°
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Esimerkki. Kasin on varsin tyolasta sieventaa Im

=
. e 2

lauseketta (1+1)"*®° summamuotoa kayttéen. Y e

45° e

Siirtymalla osoitinmuotoon saadaan K -

(L+1)%° = (J2|7/4)°° = 21000 - 7/4 = 2®|2507 —125 - 2 = 2°°|0 = 2

Huomautus. Mikali osoittimia joudutaan laskemaan yhteen tavallisen funktio-
laskimen avulla, niin kompleksiluvut on ensin muutettava summamuotoon joko
trigonometrisen muodon kautta tai kayttaen laskimen muunnosta napakoordi-
naateista suorakulmaisiksi koordinaateiksi. Summamuotoiset kompleksiluvut
on sitten helppo laskea yhteen ja lopuksi suorakulmaisesta muodosta palataan
polaariseen muotoon laskimen napakoordinaattimuunnoksen avulla.

Tl-laskimella voi osoittimia kuitenkin laskea suoraan yhteen laskimen huolehti-
essa tarvittavista muunnoksista kuten kohta naemme.

Kompleksiluvun trigonometrisen ja osoitinmuotoisen esityksen liséksi tarkaste-
lemme kolmattakin polaarista esitysmuotoa, eksponenttimuotoa, johon paa-

dytdan laajentamalla e-kantaisen eksponenttifunktion méaaritelma tapaukseen,
jossa eksponentti on imaginaariluku:

. . i0 p— 1 1 .
Maaritelm a. e’ =cosé +ising (ns. Eulerin kaava)

Kompleksiluvun edella olleet polaariset esitykset voidaan korvata nyt ulkonai-
sesti erilaisella eksponenttiesityksella:

r(cos@+ising) =r|6 =re"

Eksponenttiesitys on erityisesti matemaatikoiden suosima muoto, silla se on
trigonometristd muotoa lyhyempi ja osoitinmuodon kaavat

r\g r\ﬁ—rr 0, + 6, r\E—le -0, , (r|®)"=r"n@ (neZ)

ovat eksponenttiesitykseen sovellettuna tuttujen algebran kaavojen yleistyksia

i6;
r
1

. . . re . .
rlelal . rzeI€2 — rlrzel(z91+€2) , — _el(Hl 6,) ’ (relé)) — r.nelmﬁ)
rez I,
2
7 13)2 5
4 2 ST V4 T ST
Esimerkki. > (ij )y _3 '62 e'a¥3712) _pe'2 _pj
Ge 12 o
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19.3 Luvun kompleksinen juuri

Maaritelm&. Luvun z kompleksisella n. juurella Yz tarkoitetaan kaikkia niita
kompleksilukuja, joiden n:s potenssi on z.

Tehtava. Etsiluvun r|@ n:nnen juuren kaikki mahdolliset arvot muodossa p\io.

Etsittava luku toteuttaa silloin ehdon
(ple) =rlo
< p'np=r|0
S p'=rjanp=0+k-2z ,missak eZ
<:>p=Q/r_ja(p=§+k-27ﬂ ,missa k € Z

Koska vain arvoilla k =0,3,...,n —1 saadaan erisuuria n:nnen juuren arvoja,
niin luvun r|@ n:nnen juuren kaikki erisuuret arvot ovat

,“/rlng/r_g+k-2—” ., missa k=0,12,..n-1
n n

2}/

2/57/8
Esimerkki. {/16i =§/16|i2 =3/1_6ET/2+k%Tﬂ: 2928

213 z/8

Huomautus. Kompleksisella n:nnella juurella on yleisestikin n eri suurta arvoa
ja ne sijaitsevat kompleksitasossa tasavélein origokeskisen ympyran kehalla.
Naista arvoista sanotaan juuren paaarvoksi sita, jonka vaihekulma saadaan
jakamalla juurrettavan pienin mahdollinen ei-negatiivinen vaihekulma juuren
indeksilla.

Edellisessa esimerkissa luvun 16i mahdollisia vaihekulmia ovat 7/2 +k - 27 .
Na&ista pienin ei-negatiivinen vaihekulma on 7/2, joten juuren p&aarvon vaihe-
kulma on 7/8.
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Esimerkki. Tarkastellaan kompleksista kuutiojuurta

4 /3
(-64 = 364z =$/6_%+k-2?7[= Az =-4.
457/3

Vaikka juurella on reaalinenkin arvo, niin pd&arvo on ylimpana mainittu imagi-
naarinen arvo, jonka vaihekulma on saatu jakamalla juurrettavan pienin mah-
dollinen ei-negatiivinen vaihekulma ~ juuren indeksilla 3.

Huomautus. Tl-laskin laskee vain yhden arvon kompleksiselle juurelle ja se
on paaarvo, vaikka juurella olisi reaalinenkin arvo, jos asetusten kohdasta
"Reaali- tai kompleksiluku” on valittu "Suorakulma” tai "Polaarinen”. Juuren
mahdollisen reaalisen arvon tulostamiseksi Tl-laskimen asetusten kohdassa
"Reaali- tai kompleksiluku” on valittava vaihtoehto "Reaali”.

Huomautus. Luvun 4 kompleksisella nelidjuurella on kaksi arvoa

—2 =2 9 2_7[ = 2|9 =2

\/Z_\/@_ﬁfk 2 _{2@:—2,
jotka molemmat ovat reaalisia. Luvun 4 reaalisella nelidjuurella on méaritel-
man mukaan kuitenkin vain yksi arvo, joka on ei-negatiivinen luku 2. Tasta
saattaa joskus aiheutua sekaannuksia, koska seka reaalista ettd kompleksista
juurta merkitaan samalla tavoin. Selvyyden vuoksi pyrimmekin reaalisen luvun
kompleksista juurta tarkoittaessamme korostamaan sita, etta kyseessa on
kompleksisen juuren kasite.

Huomautus. Reaalialueelta tutut funktiot logaritmi, sini, ... maaritellaan myds
kompleksialueella. Esimerkiksi luvun z = re'” kompleksisen (luonnollisen) lo-
garitmin logz kaikki arvot saadaan reaalisen luonnollisen logaritmin In avulla
seuraavalla muodollisella paattelylla

log(z) =log(re'’) = log(re'’ -e**™") = logr +log(e'’) + log(e**")
=1

=Inr +i0 + Kk - 27i
misséa k on mielivaltainen kokonaisluku. Kompleksisella logaritmilla on siis aa-
rettdbman monta arvoa, jotka sijaitsevat kompleksitason pystysuoralla suoralla
271 :n valein.
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19.4 Kompleksiluvut Tl-laskimessa

Kompleksiluku voidaan syottaa Tl-laskimeen eri muodoissa:

- Summamuotoa kaytettdessa imaginaariyksikon tunnus on valikoista I6yty-
va lihavoitu kaunokirjoitus-z.

- Osoitinmuoto on kirjoitettava suluissa muodossa (r«¢) . Kulman moodi-
asetuksena voi olla asteet tai radiaanit. Moodiasetuksesta voidaan syotet-
taessa poiketa kayttamalla kulmayksikkoa ° tai " .

- Trigonometrinen muoto on tietysti mahdollinen, mutta niin pitka kirjoitetta-
va, etta se kannattaa korvata lyhyella osoitinmuodolla.

- Eksponenttimuotoa kaytettaessa on kulmamoodina ehdottomasti oltava
radiaani. Vaihekulma voi olla asteinakin, jos vaihekulmaan liitetdan yksik-
ko °. Eksponenttimuotoa suositaan matematiikan teoreettisissa tarkaste-
luissa, mutta ei esimerkiksi sahkotekniikassa.

Kompleksiarvoisen vastauksen tulostumista voidaan muokata
1) syoétteen peraan tulevilla esitystapakomennoilla »Rect tai »Polar

2) moodiasetuksilla kohdassa Reaali- tai kompleksiluku

- Reaali: Tassa moodissa laskin tulostaa luvun n:nnen juuren mahdolli-
sen reaaliarvon paaarvon asemasta. Taméa moodiasetus on kaytannon
laskuissa kaikkein suositeltavin. Tarvittaessa muihin esitystapoihin péaas-
taan kohdan 1) esitystapakomennoilla.

- Suorakulma: Vastaus tulostuu summamuodossa X + Vi

- Polaarinen: Vastaus tulostuu joko osoitin- tai eksponenttimuodossa sen
mukaan onko kulmamoodina aste tai radiaani.

(2+i)-z, +4|45°-z, =7 +i

Esimerkki. Ratkaise yhtalopari
! ! 15€ ytaop '{q;g-4+(6+myzzzz+i

Pari kirjoitetaan laskimeen muodossa

2+1)z1+(4£45°)22 =7 +1i
csolve({( 1)zl ( ) -

: o, 2,722 |,
(4£21°)z1+ (6 +3i)z2 =2+ j

z, = 3.19+10.8i =11.1|73.5°
z, =-2.19-6.21 =6.59|-109.4°
vaikuttaa moodiasetuksilla tai syotteen perdén tulevilla esitystapakomennaoilla.

mista saadaan ratkaisu { . Tulostukseen voi
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Tehtavia

19.1

19.2

19.3

19.4

19.5

19.6

19.7

19.8

141

Havainnollista seuraavia kompleksilukuja piirtamalla. Esita luvut seka
kuvaa apuna kayttaen ettd laskimella kaikissa mahdollisissa muodoissa
(summa-, trigonometrinen-, osoitin- ja eksponenttimuoto, kulmayksikk6-
na polaarisissa muodoissa seké aste etta radiaani). Huomaa, etta koh-
dan k) lauseke ei ole mikédan kompleksiluvun vakiintunut sievennetty
muoto.

vl) 2+ 2i v2) 2e” v3) 5/-90°
a) 2-90° b) 2i c) 1180°
d) -5-5i e) 3e”? f) 2zl4
g) 4 h) 3(cos90°+isin90°) i) 4{x/2
) e k) 3(cos90° —isin90°)

Laske seuraavat laskut ensin ilman laskinta. Huomaa, etta taman tehtéa-
van summalausekkeiden osoittimet on helppo paatella tarkasti kuvan
avulla. Tarkista tuloksesi lopuksi laskimella. Anna kunkin kohdan vasta-
us samassa muodossa kuin lahtotiedotkin.

vi) 130°-260°  v2) (3e"R)? v3) 4[20°-1j20°
a) 220°-340°  b) (21709 c) (2e"°y

d) 12|27 /3 ) (670°)2 f 2e'" . 6e'”
3|7Z’_/6 (3@)3 (Zei3ﬂ/8)2

g) 5/40°+3]220° h) 4]45°+4[135° i) 5[20°-5/110°

Esita osoittimena 2+2i,-5i,-4,6,3i,1-i,-3-3i,-3—-4i,-12+5i
ensin ilman laskinta. Osoittimen kulman voi paatella tai arvioida kuvas-
ta. Tarkista tuloksesi laskimella.

Esitd summamuodossa 3/90°, 2[180°, 5/45°, 2|-45°, 5|-90° ensin
ilman laskinta. Tarkista sitten tuloksesi laskimella.

Sievenna laskimella samaan muotoon kuin ldhtoarvotkin. Tarkista
tulos likimaarin myoés kuvan avulla:

a) 230°+3/70° b) 3e"? +2e” c) 7/20°-2/70°

Ratkaise seka kasin etté laskimella seuraavat yhtalét. Anna vastaus
samassa muodossa kuin yhtalon kertoimetkin ovat.

vl) (2+1i)z =5-2i v2) 3e'?z +12e'"" =0
a) (B+2)z+2(3-i)=i b) 6|30°-z=18|70°

Ratkaise laskimella z° =860° . Kokeile laskimen erilaisia asetuksia!

Totea oikeaksi seka kasin etta laskimella laskien z-u = zZ-u )
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19.9 Etsiyhtalon z* = -5 +12i ratkaisu muodossa z = x + yi sijoittamalla z:n

lauseke yhtalo6on ja vaatimalla, ettéa reaaliosat ovat yhta suuret yhtalon
molemmilla puolilla ja imaginaariosat ovat myds yhta suuret yhtalén
molemmilla puolilla. N&ain saat reaalisen yhtaloparin, josta voit (kasin
tai laskimella) ratkaista tuntemattomat kertoimet x ja y. Ratkaise alku-
perainen kompleksinen yhtalé myos suoraan laskimella.

19.10 Ratkaise k&sin laskien seuraavat poikkeuksellisen helpot osoitin-
kertoimiset yhtaloparit. Ratkaise yhtaléparit myds laskimella.

) 3[30° z, +2[20° z, = 7|40° 2 420° z, +1/10° z, = 9 30°
v
4/50° z, —140° z, = 2|60° 3|50° z, — 4|40° z, = 2|60°

b) 3|50° z, — 2|60° z, = 4|80°
2|30° z, +140° z, = 5/60°
7] o o
= m vasen ja oikea puoli seka niiden ero-
tus, kun z=x+yi ja u=c+di . Pitdako annettu yhtalo paikkansa
kaikilla kompleksiluvuilla?

19.11 Laske laskimella yhtalon z

19.12 Tutki seka kasin ettad laskimella, mitk& seuraavista yhtalgista pitavat ai-
na paikkansa.

vl1) z+z=2Rez v2) z-2=0
a) z-z=2Imz b) Z-E:‘Z‘Z
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Vastauksia osan 2 tehtavien v-osioihin

13.1 52.5° 13.3 2010 mm

13.4 572 mm 13.5 i) 57.59° ii) 60.45°
13.6 1) 115400 ii) 235.5 iii) 287.4 iv) 374.9

151 292 , 123 15.2 102°

15.3 i) x=2.5 ii) x=7.5

154 & 5a+2b’ 3c-2b, 3a+4b, _2_9ph43c, 5a+16b—-21c

2 7 14 2 V4
155 (2a+9b)/2 15.6 x=a-b/5, y=-2a+13b/5
159 2e-a 15.10 (a+b+c)/3,(-2a+b+c)/3,0

15.11 (a+b+c)/3

15.12 b-a, (a—b)/4, a+2b, (a+3b)/4, a+3b, pisteet ovat samalla suoralla
siten, etta piste C jakaa janan OD sisapuolisesti suhteessa 1:3 .

15.13 3:1

16.1 [-3, 4], [-0.6, 0.8] 16.2 (-1.4,5.2)

16.3 [8, 6]ja[-2,1] 16.4 (7, 8)

16.5 (1, 3) 16.6 [2, 3]ja [-6, 4]

16.7 3950 N ja 3820 N 16.8 24

16.9 n=[2, -Yjas=[L 2] 16.10 75.75°

16.12 [2.8, 0.4] 16.13 [-4.2, -1.4] ja[-1.8, 5.4]
16.14 (3, 2) 16.15 (6, —1)

16.16 7.8087

17.1 r=242, 6=-45°, z=2J2 ; R=4, 0=-45°, p=45°

17.2  x=y=3y2,z=2; R=2J10, §=45°, p=71.565°

17.3 x=y=0,z=6; r=0, @ mielivaltainen (koska r oli 0), z=6 (Laski-
men "epamaarainen” vastaus kulmaksi 6 on itse tulkittava!)

18.1 (3,2,2) 18.2 (2, -3, 3)
18.3 (2.875, 1.375, 3.25) 18.4 [2, 4, 6],[2,0,1] ja[2,5, —4]
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18.5

18.6
18.8
18.10
18.13
18.15

18.17
18.18

18.19

18.20

18.21

19.1

19.2
19.10

144

Tilanne on mahdoton, koska yksi laskemalla saatavista kannatusvoi-
mista [7500, 0, 5000], [-6000, 3000, —6000], [-1500, —3000, 3000]

tyontaisi kappaletta! Tilanne selviad myos xy-tasolle projisioidusta ku-
vasta.

12 18.7 92.94°, 87.06°
24 J 18.9 14.04°, -10
3,30 18.11 18

i) 11673 km i) 14770 km  18.14 [3,6,9] ja[4.1,-2]
(-1, 2, 3) 8.16 [-7,5, —1]
3J2/2

Esimerkiksi OX= [L11 £3[-1 -2,2]=[-2,-5,7] ..X=(-2,-5,7)
H_J

Tason jonkin
pisteen paikkav.

[2,4,6], [2,0,]ja[2,5, 4]

Fiksulla tavalla kasin sieventaen saadaan 54\/5. Laskin ei "nae” anne-
tussa lausekkeessa tuttuja osia ja siksi se saa toisenlaisen mutta kui-

tenkin aivan oikean vastauksen 252 sin(2 - Cos’l(\ﬁ /14))
5,1/V6

2+2i =242|45° = 22|/ 4=2J2e""* = 2/2(coS45° +isiN45°)
2e'" =2|180°=2| 7 =2(cos180°+isin180°) = -2
5|-90°=5|-7/2=5e"*'* =5(cos(—90°) +isin(—90°)) = -5i

2/90°, 9e'®, 3J20° 19.6 1.6-1.8i , —4e'™®=4e°""
z, =1]10°, z, =2|20° 19.12 v1) oikein v2) vaarin
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Ojalain laskuopit -oppimateriaalisarjaan kuuluvassa teoksessa Geometria on
huomioitu insin66riopetuksessa tapahtunut l&ahiopetuksen voimakas vahenty-
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selke&an esittamiseen.

Yhden kirjoittajan omat opiskelijat ovat viime vuodet kayttaneet TI-Nspire CX
CAS -laskimia. Siksi teoksessa on hyodyllisia ohjeita kyseisen laskimen kay-
tosta. Monet opiskelijat ovatkin tyytyvaisina todenneet "oppineensa nakemaan
metsan puilta”. Myos muiden symbolisten laskimien ja matematiikkaohjelmien
kayttajat saavat kirjasta ideoita oman apuvalineensa hyddyntamiseen.

Teosten Algebra ja Geometria liséksi tekijdilta on ilmestymassa muitakin insi-
noorikoulutukseen laadittuja osia. Kaikki sarjan osat ovat vapaasti tulostetta-
vissa ja jaettavissa koko sivun kopioina opetuskayttoon.
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