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TIVISTELMA

Diskreetin Fourier-muunnoksen (Discrete Fourier Transform, DFT) laskeminen on
kdaynyt mahdolliseksi nopeiden algoritminen (Fast Fourier Transform, FFT) ja 1970-
luvun jalkeisen tietojenkasittelykapasiteetin kasvamisen myota. Yksi merkittava
DFT:n sovellusalue liittyy signaalinkasittelyyn ja erityisesti signaalien spektrien
muodostamiseen. Tassa raportissa on esitelty DFT:n laskemiseen liittyvdaa mate-
matiikkaa, muunnoksen ominaisuuksia ja kuinka DFT:n ja sen jalkeen suoritettavan
kaanteismuunnoksen avulla signaali voidaan jakaa vakio komponenttiin (DC-kom-
ponentti), perustaajuuteen ja sen harmonisiin taajuuksiin. Taltd pohjalta on tar-
kasteltu, kuinka DFT:n avulla voidaan muodostaa erilaisia signaalien spektrien esi-

tystapoja.



1 JOHDANTO

Digitaalisen signaalinkasittelyn hydodyntaminen eri tekniikan aloilla on mahdollis-
tanut erittdin merkityksellisen muutoksen ymparistdssamme viimeisien vuosikym-
menien aikana. Esimerkkeina tdstd ovat monet tieto- ja viestintatekniikan laitteis-
tot. Niiden kehittymisen taustalla on ollut tiedonkasittelykapasiteetin nopea kas-
vaminen. Useissa yhteyksissa tarvitaan digitaalisten signaalien sisallon analysoi-
mista. Kuvassa 1 (ylempi kuva) on esimerkki digitaalisesta signaalista, jossa se on

esitetty aikatasossa, eli signaalin arvot on piirretty ajan funktiona.
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Kuva 1. Kohinainen signaali ja sen spektri

Taman kuvaustavan perusteella on vaikea tehda paatelmia signaalin sisallosta.
Alemmassa kuvassa on signaalin amplitudispektri, jossa signaalin sisdltamien sini-
muotoisten komponenttien amplitudi on esitetty taajuuden funktiona. Siita havai-
taan, ettd kohinan lisdksi signaali sisaltda ainakin taajuuksia 120 Hz ja 240 Hz olevat

sinimuotoiset komponentit.



Signaalien spektrin muodostamisessa tarvitaan Fourier-analyysia, joka on saanut
nimensa 1800-luvun alkupuolella vaikuttaneen matemaatikon ja fyysikon Joseph
Fourierin mukaan. Fourierin sarjana tunnetun tuloksen mukaan jaksollinen funktio
voidaan esittda vakion ja sinimuotoisten funktioiden avulla, joiden taajuudet ovat
funktion jaksonpituutta vastaava taajuus ja sen kokonaiset monikerrat. Menetel-
mat ovat laajentuneet kattamaan niin ei-jaksolliset signaalit kuin digitaaliset sig-
naalitkin. Diskreetti Fourier-muunnos (Discrete Fourier Transform, DFT) soveltuu
luonteensa puolesta digitaalisten signaalien kasittelyyn, silld sekd muunnettava
signaali etta muunnoksen tulos ovat esitettavissa digitaalisessa muodossa ja siten
kasiteltavissa tietokoneen avulla. Tassa raportissa on tarkasteltu DFT:n muodosta-
mista, sen ominaisuuksia ja kuinka muunnoksen avulla voidaan muodostaa signaa-

lien spektreja.



2 KOMPLEKSILUVUISTA

Ajan t suhteen jatkuvia arvoja saavalle signaalille kdytetdaan nimitysta jatkuva-ai-
kainen signaali. Sinimuotoisena se on esitettdvissa yhtalolla

x(t) = Asin(2nft — @) = Asin(wt — @), (1)

missa A on amplitudi, f taajuus ja w = 2rf kulmataajuus. Vaihe(kulma) ¢ maaraa
signaalin arvon ajanhetkella t = 0. Vaihekulman vaikutusta signaaliin voidaan

my0s kuvata aikaviiveen T avulla muodossa

x(t) = Asin(2nf(t — 1)), (2)

missa T = @ /(2nf). Kuvassa 2 on esitetty, kuinka vaihekulma /2 siirtaa signaalia
neljannesjakson oikealle. Itse asiassa signaalista tulee kosinisignaali kerrottuna -

1:114.
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Signaalin arvo

Kuva 2. Sinisignaali ja se viivastettyna vaihekulmalla r /2



Yhtaloiden (1) ja (2) mukaisille signaaleille kdytetdaan nimitysta analoginen signaali,

koska myos niiden arvo on jatkuvasti muuttuva.

Yhtalon (1) mukaisesta signaalista voidaan muodostaa diskreettiaikainen signaali
ottamalla siitd naytteitd taajuudella f;, jolloin siitd muodostuu lukujono
x(Tg), x(2Ts), ..., x(NTs), missa naytteiden vali T, = 1/f; ja N néytteiden luku-
maara. Kun signaalin arvot vield kvantisoidaan, voidaan ne esittda digitaalisesti,
jolloin signaalista kaytetaan nimitysta digitaalinen signaali. Kvantisoinnilla tarkoi-
tetaan analogisesta signaalista otettujen naytteiden muuttamista digitaalisiksi ar-
voiksi esimerkiksi 16 bitin avulla. On huomattava, etta digitaalisen signaalin arvot
ovat vain lukujono ja vasta naytteistystaajuuden tunteminen tekee niista digitaa-
lisen signaalin. Esimerkiksi 1 Hz sinisignaalin ndytteistdminen 1 s ajan taajuudella
1 kHz tuottaa saman lukujonon kuin 100 Hz signaalin naytteistaminen 0,01 s ajan

taajuudella 100 kHz.

Yhtalon (1) mukaisesti taajuuden ohella kaksi muuta merkittavaa parametria sig-
naalien kuvaamisessa ovat amplitudi ja vaihe. Niiden huomioimiseen kaytetaan
yleisesti kompleksilukuja. Kuvassa 3 on esitetty kompleksitaso, joka kattaa kaikki

lukupareista koostuvat kompleksiluvut.
Kompleksiluvuille kdytetaan karteesista esitystapaa
z=a+bi, (3)

missad a on kompleksiluvun z reaaliosa ja b sen imagindariosa seka i = vV—1 ima-
ginaariyksikko. Kertomalla kompleksiluku z sen (kompleksi)konjugaatilla z* = a —

bi saadaan kuvan 3 mukainen kompleksiluvun itseisarvon nelio

|z|? = a? + b2 (4)



Im 4
z=a+bi
|z|= Va?+b?
12l b a=|z|cos®
o b=|z|sin6
>
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Kuva 3. Kompleksiluvun karteesisen esitystavan ja napakoordinaattiesitystavan

valin yhteys

Kuvan 3 mukaisesti kompleksiluvun z reaali- ja imaginaariosalle on voimassa
Re(z) = |z|cosf (5) ja

Im(z) = |z|sinf. (6)

Niiden avulla kompleksiluku z voidaan esittaa napakoordinaattimuodossa

z = |z|cosO +i|z|sinf. (7)

Eulerin kaavojen

et® = cos@ +isind (8)

avulla voidaan johtaa yhtapitavyydet

1 : —i .
cosb =E(e‘9 +e 19) 9) ja

1., . .
sinf = z(ele - e‘lg). (10)

Yhtaloiden (7) ja (8) avulla paastdaan kompleksiluvun z esitykseen

z=|zle?. (11)



Sahkotekniikassa talle kaytetaan yleisesti merkintda |z| 46 ja nimitysta osoitinesi-

tys, jossa |z| on osoittimen pituus ja 8 sen kulma. On huomattava, ettd yhtalén (8)

mukaisesti kompleksiluvun e® arvot ovat kompleksitasossa olevan yksikkdympy-

ran kehalla ja ettd konjugaatissa 6 saa vastakkaismerkkisen arvon.

Tarkastellaan viela tilannetta, jossa kaksi kompleksista eksponenttifunktiota (eks-
ponentit toistensa konjugaatteja) kerrotaan kompleksiluvuilla, jotka ovat tois-

tensa konjugaatteja. Olkoot funktiot

x,(t) = et (12) ja

x,(t) = e”i@t, (13)

Olkoot kompleksiluvut

z, = |z|e!* (14) ja

z, = |z|le”®, (15)

Muodostetaan

23%1 () + 2,2, (£) = |z]e'® @t 4 |z|e~i® e~i0t = |z|(el(@Wt+a) 4 p-ilwt+a)y
= 2|z| cos(wt + a). (16)

Tulos on siis reaalinen kosinifunktio, jonka amplitudi on kaksi kertaa kertoimien

itseisarvo ja vaihe kertoimien kulma.



3 DISKREETTI FOURIER-MUUNNOS

N néytetta pitkan signaalin x[n] diskreetti Fourier-muunnos (DFT) on muodostet-
tavissa yhtalon

i2m

X[k]= ) x[nle ¥, k=012.,N-1 (17)

mukaisesti, missa n on signaaliin liittyva indeksi ja k sen muunnokseen liittyva in-
deksi. On huomattava, ettd yhden X[k]:n arvon laskemiseksi on kaytava lapi kaikki
signaalin arvot ja ettd muunnos on yhta pitka kuin alkuperainen signaali. Yhtdlossa

(17) esiintyva tekija

21
e N "

saa arvoja, jotka ovat kompleksitasossa olevan yksikkbympyran kehalla. Tulo kn
on aina kokonaisluku, joten em. tekijan mahdolliset arvot ovat kulman 2m/N va-
lein yksikkdympyran kehalld, kun sita kierretdaan myotapaivaan kulmaa nolla vas-
taavasta, reaaliakselilla olevasta arvosta 1 alkaen. Tulon kn valein yksikkbympyran
kehalla sijaitsevat arvot N:n arvoille 1, 2, 3 ja 4 on esitetty kuvassa 4. Kun N =1
ovat kulmat 27m:n valein, joten tekija saa aina arvon 1. Kun N = 2 ovat kulmat m:n
vadlein, joten tekija saa arvon 1 tai —1. Vastaavalla tavalla muodostuvat N:n ar-

voon 3 ja 4 liittyvat tekijan arvot.
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i
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-1 Re
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i2m
Kuva 4. Mahdolliset e~ “™:n arvot, kun N = 1,2, 3, 4

Tarkastellaan esimerkkina signaalin x[n] = [0, 1, 2, 3] diskreettid Fourier-muun-
nosta, ja lasketaan se maaritelman perusteella. Eri komponenteille saadaan seu-

raavat tulokset:

=0-1+1-i4+2-(-1)+3-(=i)=-2-2i.

i2m
. . —k .. . . .
Kaikki e”~ “™:n arvot, joissa joko k tai n on nolla, saavat arvon 1. Muiden

i2m

e~ “":n arvojen kohdalla tulo kn maaras, kuinka monta 2m/4:n suuruista vélia



i2m

vksikkdympyraa kierretdan myotapaivaan. Esim. kunkn =1-3 = 3,saa e % ar-

von i.

DFT:n muodostaminen edelld kuvatulla tavalla on tietokoneellakin suoritettuna
erittdin paljon aikaa vieva prosessi. Siina tarvitaan N potenssin 2 kertolaskua ja
N(N — 1) yhteenlaskua. Lisaksi on huomioitava, ettd e:n korottaminen komplek-
siseen potenssiin vaatii oman kapasiteettinsa. Diskreetin Fourier-muunnoksen las-
kemiseksi on kehitetty nopeampia tapoja, joiden kompleksisuus on luokkaa N -
logN. Algoritmien avulla saatavia diskreetteja Fourier-muunnoksia kutsutaan ni-
melld FFT (Fast Fourier Transform). Tunnetuin ndistda on Cooleyn ja Tukeyn 1965
esittdma algoritmi. Siind muunnettava signaali jaetaan useassa vaiheessa aina kah-
teen osaan. Jaosta aiheutuen signaalin pituus taytyy olla esitettavissa kahden ko-

konaislukupotenssin avulla.

DFT:n ominaisuuksien lapikdaymiseksi otetaan tarkasteltavaksi kuvan 5 mukainen,

ohjelmallisesti luotu esimerkkisignaali.

Signaalin arvo
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Kuva 5. Ohjelmallisesti muodostettu keinotekoinen signaali indeksin funktiona
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Signaali sisaltaa tasa- eli DC-komponentin, koska sen keskiarvo on positiivinen, ja
signaalin epasaanndllisyydesta paatellen se sisaltaa ilmeisesti useita taajuuskom-
ponentteja. Kuvassa 6 on esitetty signaalin DFT muodostettuna MATLABiIn FFT-al-

goritmin avulla.
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Kuva 6. Kuvan 5 signaalin FFT:n reaali- ja imagindariosa indeksin funktiona

Aiemman esimerkin yhteydessa havaittiin jo, etta indeksille nolla muodostuva
DFT:n komponentti on reaalinen. Lisaksi kuvasta 6 havaitaan, etta reaaliosa on in-
deksin 8 suhteen symmetrinen lukuun ottamatta indeksilld nolla olevaa DFT:n
komponenttia. Vastaavasti imaginaariosa on indeksin 8 suhteen antisymmetrinen
lukuun ottamatta indeksilld nolla olevaa DFT:n komponenttia. Lisaksi tassa tapauk-
sessa, kun N on parillinen, indeksilla kahdeksan oleva DFT-komponentin imaginaa-

riosa on nolla.

Yhtdlon (17) mukaisessa DFT:n laskennassa ei tarvitse rajoittua k:n arvoihin
0...N — 1, vaan se voidaan suorittaa milld tahansa k:n kokonaislukuarvolla. N&in
saatavalle DFT:lle on ominaista jaksollisuus jakson pituuden ollessa N, mika nah-

daan yksinkertaisesti muodostamalla DFT kokonaislukuarvolla k + N.
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i2m i2m .
X[k+N]= ) x[n]e” n k+Nn Z x[n]e N K™ g-2imn
n=0 n=0
N-1 _
—lz—nkn
= ) x[n]Je" V"7 =X[k], (18)
n=0

silla

e 2™ — 1 kaikilla n:n arvoilla.

Kuvassa 7 on esitetty kuvan 5 signaalin DFT:n jaksollisuus.

10 T C C C T T
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Indeksi

FFT:n imagindériosa
o

Kuva 7. Kuvan 5 signaalin DFT esitettyna kun k saa arvot —20 ...+ 20

Digitaalisessa signaalinkasittelyssa signaalit ovat yleensa reaalisia. Niiden DFT:lle

on voimassa seuraavat ominaisuudet:

2. ReX[k] = ReX[—k],

3. ImX[k] = —ImX[—k]
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4. |X[k]l = IX[-kII
5. argX[k] = —argX[—k].

Ominaisuus 1 sisaltaa sen, ettd X[k] ja X[—k] ovat toistensa kompleksikonjugaat-
teja, joilla on ominaisuuden 2 mukaisesti sama reaaliosa ja ominaisuuden 3 mu-
kaisesti vastakkaismerkkinen imaginaariosa. Talloin niiden itseisarvo on yhta suuri
(ominaisuus 4), ja kulma on vastakkaismerkkinen osoitinesityksessa (ominaisuus

5).

Diskreetin Fourier-muunnoksen kaddanteismuunnos maaritellaan yhtalolla

N—-
1271'

1 :
=y X[kleN *", n=0,1,2,.,N-1. (19
k:

Kaytetyt symbolit ovat merkitykseltdan samat kuin DFT:n maaritelmassa.

Yhtalon (19) mukaisessa kadnteisen DFT:n laskennassa ei tarvitse rajoittua n:n ar-
voihin 0 ... N — 1, vaan laskenta voidaan suorittaa milla tahansa n:n kokonaisluku-
arvolla. Ndin saatavalle kaanteiselle DFT:lle on ominaista jaksollisuus jakson pituu-

den ollessa N, mika on yksinkertaisesti osoitettavissa muodostamalla kdanteinen

DFT kokonaislukuarvollan + N.

N-1
127r
x[n+N] = ZX[k NN ZX g2k =
n=0

=x[n], (20)

1211'

N-1
X[k
n

=0
silla

e2™k —= 1 kaikilla k:n arvoilla.

Kuvassa 8 on esitetty, kuinka kuvan 5 signaalin DFT:n kdanteismuunnos johtaa jak-

solliseen signaaliin.
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Kuva 8. Kuvan 5 signaalin DFT:n kdanteismuunnos esitettyna indekseilla —20 ... 20

On huomattava, etta alkuperaisen signaalin muodostamiseen kdanteismuunnok-
sen avulla voidaan kayttaa yhta mita tahansa jaksoa jaksollisesta DFT:sta. Kuvassa
9 on esitetty tulokset, jotka on saatu muodostamalla kddanteismuunnos kuvan 7

DFT:n indeksiarvoilla 3 ... 18 (ylempi kuva) ja —8 ... 7 (alempi kuva).
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Signaalin arvo
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Kuva 9. Kuvan 7 DFT:n kdanteismuunnos esitettynd indekseilla 3 ...18 (ylempi

kuva) ja —8 ... 7 (alempi kuva)

Tarkastellaan seuraavaksi, miten kdanteismuunnos muodostuu, kun siihen kaytet-

tavat DFT:n komponentit valitaan symmetrisesti indeksin 0 suhteen

N/2-1
ml=s Y XKW
xXin| = — e N
N N
k=—(z-1)
1 21 ) 1 i2m 1 2w
= —X[-3le N T 4 _x[-2]e N " 4 _x[-1]en TV
N N
1 i2r
+—X[0]eN

'T-l-n _ N moy .T-3-n ]
NX[l]e + NX[Z]e + Nx[s]e (21)

Tekijan X[0] kerroin on 1/N, joten

1X QTH'O'”—lX 22
N [0]e =¥ [0] (22).
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Kuvan 4 yhteydessa esitetyssa esimerkissa, ettd X[0] on signaalin saamien arvojen
. 1 . . . . .
summa, joten EX[O] antaa signaalin keskiarvon eli sen DC-komponentin. Muodos-

tetaan seuraavaksi summa

27

1 i2m 1
—X[-1le ™ OV 4 —x[1]e N ",
N [—1]e tu [1]e

Reaaliselle signaalille X[—1] ja X[1] ovat toistensa kompleksikonjugaatteja, joten

ne voidaan esittda muodossa
X[-1] = IX[1]le™®+ (23) ja
X[1] = |X[1]]e*:, (24)

missa 0; on X[1]:n kulma osoitinesityksessa. Soveltamalla yht&l64 (16) ja tuloksia
(23) - (24) voidaan eo. summa esittda muodossa

i2m

1 21 1
_.(_1).n =".1n
—X[—1le N — N
NX[ 1le +NX[1]e
i2 i2
- %|X[1] le~iP1g N DT 4 % IX[1][eire N 2™

1 21
= N-ZIX[l]Icos (W 1-n+91). (25)

Tulokseksi saadaan siis yksi jakso kosinimuotoista signaalia, kun n:n annetaan
saada N kpl perakkdisia kokonaislukuarvoja. Signaalin amplitudi on 2|X[1]]| ja
vaihe X[1]:n kulma osoitinesityksessi. Vastaavalla tavalla voidaan muodostaa
summa

1 i2m 1 i2m 1 21

—X[-2]e N TP 4 _x[2]e’ N 2" = —-2|X[2]| cos (—-2- 6 ) 26
SX[-2] £ X[2] = 2|X[2]|cos (T2 n+6,). (26)
Tuloksen mukaisesti saadaan kaksi jaksoa kosinimuotoista signaalia, kun n:n an-
netaan saada vastaavat arvot kuin edella. Signaalin taajuus on siten yhtalon (25)

mukaisen perustaajuuden 2. harmoninen taajuus. Seuraava eli 3. harmoninen taa-

juus muodostuu vastaavasti summana
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%X[—3]elzTn'(_3)'" + %X[B]elzTng'n = % - 2|1X[3]]| cos (%T 3'n+ 93). (27)

Samalla tavalla voidaan muodostaa myds muut harmoniset taajuudet. Edella esi-
tettyjen tulosten perusteella signaali voidaan esittda summana, joka koostuu vakio
arvosta seka signaalin pituuden maaraamaa perustaajuutta ja sen harmonisia taa-
juuksia olevista kosinimuotoisista signaaleista, joiden amplitudi ja vaihe saadaan
DFT:n arvoista. Kuvassa 10 on esitetty kuvan 5 mukaisen signaalin vakio kompo-

nentti, perustaajuus seka 2. ja 3. harmoninen taajuus.

2 : :
22NN S G G G G S A A A A S O
0 5 10 15
2 : :
%go @9???
AR RRRRE
20 5 10 15
. ? o _ ¢ 9 g
g9 ?
£5 0 T3 I
20 5 10 15
_ 2 : :
ggm?@QéQQ? 66@?@6
20 5 10 15
Indeksi

Kuva 10. Kuvan 5 mukaisen signaalin vakio komponentti, perustaajuus seka 2. ja

3. harmoninen taajuus indeksin funktiona

Edella tuli esille, etta digitaaliseen signaaliin liittyy olennaisesti sen naytteistystaa-
juus f;, joka kertoo jatkuva-aikaisesta signaalista sekunnissa otettujen ndytteiden
lukumaaran. Naytteiden vali on T, = 1/f, joten koko nadytejoukko edustaa aikaa
T = NT;. Edelld esitetyn perusteella tdma vastaa perustaajuuteen liittyvaa jak-

sonaikaa. Nain ollen perustaajuudeksi saadaan



17

=— =23 (28)

Tuloksen (26) nojalla 2. harmoninen taajuus on em. taajuuteen verrattuna kaksin-
kertainen ja n. harmoninen puolestaan n-kertainen. Taman perusteella DFT:n
tuottamat amplitudi- ja vaihetiedot liittyvat taajuuksiin, jotka poikkeavat toisis-
taan taajuusresoluution

L

A =3 @9

verran. Ainoa tapa kasvattaa tata on kasvattaa mittausaikaa suhteessa naytteis-

tystaajuuteen.
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4 SIGNAALIN SPEKTRIN MUODOSTAMINEN

Signaalin spektrin muodostamisen lahtdkohta on, etta siita tunnetaan N kappa-
letta pitkd ndytejono ja niihin liittyva naytteistystaajuus f;. Ensimmdinen askel
kohti spektrien muodostamista on tehda naytejonolle diskreetti Fourier-muunnos,
johon tyypillisesti kaytetdaan nopeita FFT-algoritmeja. Yhtdlon (22) mukaisesti
DFT:n komponentti X[0] jaettuna naytteiden maaralla N antaa suoraan signaalin

taajuutta nolla vastaavan DC-komponentin.

Edelld esitetyista yhtaloista (25 — 27) kavi ilmi, etta signaalin perustaajuuden amp-
litudi on % 2|X[1]| ja harmonisten taajuuksien amplitudi on % 2|X[k]l, k =

2,3, ..., eli
Ay
XK = NZE k=12, (30)

missad Ay, viittaa taajuuskomponentin k amplitudiin. Sinimuotoiselle signaalille te-

hollisarvon X, . ja amplitudin A, valilla on riippuvuus
Ak = \/EXeff,k' (31)

Yhdistamalla yhtaloiden (30) ja (31) tulokset saadaan

V2X X
TPk NZELE =12, (32)

IX[k]l = N— 7

Korotetaan eo. riippuvuus puolittain toiseen potenssiin, jolloin saadaan
2 2 Xesr k2
|X[k]|°=N T’,k =12,... (33)

Esitetdan vield tulos toisessa muodossa

2
Xerfk
2

1 , 1 e
vz X" = 5 X[k] - X[k]" =

3 k=12 ... (34)
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Tulos muodostaa signaalien spektrien perustan. Sen mukaisesti esitettdessa reaa-

liset arvot

1
5 X[Ie] - X[K]

indeksin funktiona tulokseksi saadaan ns. kaksipuolinen tehospektri, joka koostuu
signaalin DC-komponentin neliosta indeksilla O, perustaajuuden tehollisarvon ne-
lion puolikkaasta indeksilla 1 ja harmonisten taajuuksien tehollisarvojen nelididen
puolikkaista 2:sta ylospadin. On kuitenkin huomattava, etta harmonisten taajuuk-
sien maara ulottuu vain signaalin ja samalla sen DFT:n pituuden puolivaliin saakka

(tarkka maara riippuu siita, onko N parillinen vai pariton).

Kuvassa 11 (ylempi kuva) on esitetty signaali, joka koostuu DC-komponentista ar-
voltaan 1 seka sinimuotoisista 5, 20 ja 40 Hz komponenteista, jotka ovat vastaa-
vasti amplitudiltaan 4, 2 ja 1. Signaalin pituus on 1 sekunti, ja se on naytteistetty

200 Hz taajuudella, joten spektrin taajuusresoluutio on 1 Hz.

10 L L T T L L L T L
o
2
S
=
©
s
c
2
n
_10 r r r r r r r r r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Aika [s]
6 L L T T L L L T L
Q
©
c
c
o
2
@
2
Ie]
e
3]
'_

' 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Taajuus [Hz]

Kuva 11. Signaali (ylempi kuva) ja sen kaksipuolinen tehospektri (alempi kuva)
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Alemman kuvan kaksipuolisessa tehospektrissa taajuudella 0 olevan piikin korkeus
on 1 vastaten signaalin DC-komponentin neliéta. Taajuudella 5 Hz olevan piikin

korkeus 4 vastaa puolta signaalin 5 Hz taajuuskomponentin tehollisarvon neliésta
1 .5 2 . . . . I
(=54 /(v/2)). 20 Hz ja 40 Hz taajuuksilla olevien piikkien korkeus on vastaa-

vasti puolet niihin liittyvien taajuuskomponenttien tehollisarvojen nelidista. DC:ta
lukuun ottamatta toinen puoli tehollisarvojen nelidista sijaitsee 100 Hz suhteen
peilikuvien taajuuksilla. Koska DFT on jaksollinen ja sen itseisarvo on symmetrinen
indeksin 0 suhteen, voidaan kaksipuolinen tehospektri esittdd myds muodossa,
jossa puolet perustaajuuden ja harmonisten taajuuksien tehollisarvojen nelidista

sijaitsee negatiivisilla taajuuksilla.

Kaksipuolisesta tehospektristd paastdaan yksipuoliseen tehospektriin ottamalla
kaksipuolisen spektrin DC-komponentti sellaisenaan ja kertomalla muut kom-
ponentit kahdella taajuuteen f;/2 — Af saakka. Kuvassa 12 on esitetty edellisen

kuvan signaali ja sen yksipuolinen tehospektri.

10 T T T T T T T T T
o
S
[
=
T
®©
c
2
0
_lO r r r r r r r r r
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Aika [s]
lo T L T T L T L T L

Tehollisarvon nelid
[6)]
T
1

O 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
Taajuus [Hz]

Kuva 12. Signaali ja sen yksipuolinen tehospektri
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Signaalin yksipuolinen amplitudispektri voidaan muodostaa yksipuolisesta te-
hospektrista ottamalla nelidjuuri sen arvoista ja kertomalla arvot 2:n neliéjuurella

lukuun ottamatta DC-komponenttia.

Toinen tapa muodostaa yksipuolinen amplitudispektri on laskea signaalin DC-kom-
ponentti %X[O] seka perustaajuuden ja harmonisten taajuuksien amplitudit %
2|X[k]| taajuuteen f;/2 — Af saakka. Signaalin vaihespektri saadaan yhtalon

L Im(FFT (x[n]))
Re(FFT(x[n]))

0, = tan™ (35)

avulla. On huomattava, etta vaihekulma tulee muodostaa siten, ettd se saa arvoja
valilla —mr < 6, < . Tydkalun tdhan tarjoaa esim. MATLAB-ympariston funktio

atan2. Kuvassa 13 on esitetty kuvan 11 signaalin amplitudi- ja vaihespektri.

Amplitudi

O 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
Taajuus [Hz]

-50 -

1

Vaihekulma

_100 r r r r r r r r
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Taajuus[Hz]

Kuva 13. Kuvan 11 signaalin amplitudi- ja vaihespektri
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5 YHTEENVETO

Tassa raportissa on tarkasteltu jatkuva-aikaisen (analogisen) signaalin esitystapaa
ja kuinka siita naytteistamalla saadaan muodostetuksi digitaalinen signaali, joka
koostuu nadytejonosta ja naytteistystaajuuteen liittyvasta tiedosta. Signaalien ka-
sittelyn perustan muodostaa tieto niiden spektreista eli niiden sisaltamista sini-
muotoisista komponenteista. Tyokalun tahan on tarjonnut tiedonkasittelykapasi-
teetin kasvun mahdollistama diskreetin Fourier-muunnoksen (DFT) muodostami-
nen pitkillekin signaaleille. Koska DFT on yleisessa tapauksessa kompleksinen, ra-
portissa on tarkasteltu kompleksilukuja ja esitetty, kuinka kompleksisista ekspo-
nenttifunktioista voidaan muodostaa reaalinen signaali kertomalla ne kompleksi-

silla kertoimilla.

Raportissa on esitetty, kuinka DFT lasketaan sen maaritelmaan perustuen ja tar-
kasteltu muunnoksen ominaisuuksia reaalisten signaalien tapauksessa. Komplek-
silukujen ominaisuuksien pohjalta on esitetty, kuinka kaanteisen DFT:n avulla voi-
daan paasta alkuperaiseen signaaliin vakio komponentin, perustaajuuden ja sen
harmonisten taajuuksien muodossa. Tulosta on hyédynnetty signaalien kaksipuo-
lisen ja yksipuolisen tehospektrin sekd amplitudi- ja vaihespektrin muodostami-

sessa esimerkkisignaalille.
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